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Vis comme si tu devais mourir demain.
Apprends comme si tu devais vivre toujours.
Gandhi

Introduction générale
Les méthodes de navigation autonomes embarquées ont réalisé des progrès consi-
dérables lors des précédentes décennies notamment grâce à l'utilisation conjointe d'accé-
léromètres et de gyroscopes. La mesure de position a ainsi pu être largement améliorée.
Les gyroscopes ont la propriété essentielle d'avoir leur axe de rotation qui garde une di-
rection ﬁxe, quelles que soient les évolutions auxquelles on les soumet. Ils permettent de
maintenir ﬁxe un axe de coordonnées. De plus, contrairement au chemin parcouru et à
la vitesse, seule l'accélération est une grandeur mesurable sans référence externe, donc
utilisable par un système autonome. Elle peut être obtenue par l'intermédiaire de la force
d'inertie F d'une masse m soumise à l'accélération γ du mobile (F = m.γ). Nous mesurons
alors des accélérations en grandeur et en direction suivant trois axes : une première inté-
gration par rapport au temps donne la vitesse, une deuxième intégration par rapport au
temps donne le chemin parcouru et, par suite, le point. L'instrument fondamental d'une
centrale inertielle est ainsi l'accéléromètre, qui mesure l'accélération dans une direction
privilégiée appelée axe sensible. Trois accéléromètres travaillent selon trois axes sensibles
parfaitement déterminés par des gyroscopes associés. Les informations recueillies par ces
capteurs sont exploitées par des calculateurs. La précision de ce mode de guidage est très
bonne. Les principales erreurs sont dues à la dérive des gyroscopes déﬁnissant les axes de
coordonnées et aux imprécisions des accéléromètres. Pour un navire dont la navigation
peut durer des semaines, les erreurs s'ajoutent avec le temps, et un recalage périodique
s'impose. En revanche, pour un avion dont le vol ne dure que quelques heures, ou un mis-
sile dont la durée de vol se mesure en minutes, les erreurs accumulées restent acceptables
mais doivent être entièrement et parfaitement maîtrisées.
La miniaturisation constante de composants électroniques, essentiels aux cartes de
commande, tels que les générateurs de fréquences, les gyro-vibrants voire certains accélé-
romètres engendre deux diﬃcultés majeures. D'une part, la taille des points de connexion
par soudure s'est considérablement réduite. Nous arrivons donc à une limite du point de
vue résistance des matériaux. D'autre part, la diminution des dimensions de ces éléments
entraîne fatalement celle de leur masse utile. Ces composants électroniques deviennent
alors très sensibles aux sollicitations extérieures et perdent, de manière très importante,
l'eﬃcacité et la précision de leurs mesures. Par conséquent, la précision des mesures se
perd dans le niveau de bruit du signal. En déﬁnitive, ces réﬂexions mettent au jour l'im-
portance des problèmes de stabilité de ces micro-structures.
Il existe diverses zones d'études susceptibles de résoudre cette diﬃculté. Il est, en
eﬀet, possible de stabiliser les composants sensibles par contrôle actif soit au niveau des
boîtiers contenant les cartes électroniques porteuses, soit au niveau de ces cartes, soit au
niveau des composants eux-mêmes. Nous avons privilégié cette dernière option. En eﬀet,
il est moins coûteux en termes d'énergie de stabiliser de petites masses. De plus, nous
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4proﬁtons directement de l'électronique de contrôle déjà présente sur les cartes. Deux stra-
tégies peuvent alors être mises en oeuvre :
 la stabilisation interne active du composant.
Cette démarche est rendue possible si le composant est constitué de matériau actif
piézoélectrique, généralement en quartz. C'est notamment le cas de divers gyro-
mètres vibrants ou d'accéléromètres communément utilisés. Par le biais d'électrodes
sensorielles et activatrices, nous pouvons créer une boucle de contrôle permettant
de stabiliser la structure. Naturellement, la phase d'optimisation du placement et
du dimensionnement des électrodes est cruciale dans l'eﬃcacité de cette méthode.
 l'isolation active du composant.
L'idée est de créer un support stable et isolant du point de vue vibratoire sur lequel
le composant sensible est déposé : une sorte d'"îlot d'isolation". Chaque élément
est contrôlé individuellement et indépendamment des autres. Les avancées dans le
domaine de la déposition de couches piézélectrique minces rendent cette approche
attrayante. En eﬀet, par l'utilisation des méthodes classiques d'élaboration, nous
pouvons usiner la structure porteuse. Au ﬁnal, nous voulons intégrer, dés la phase
de conception des circuits électroniques, les structures d'isolation. Il est donc néces-
saire d'utiliser une technologie d'usinage compatible avec celle des circuits imprimés.
Les objectifs de ce projet sont liés au développement et à l'application de ces deux
stratégies au cas de structures réelles.
Une série de simulations numériques multiphysiques sont à mettre en oeuvre aﬁn
de valider, sur des cas complexes, les propriétés des lois de contrôle employées et de les
optimiser. De plus, ces tests exhibent les atouts de ces méthodes : la robustesse et la
simplicité d'utilisation.
Par ailleurs, les mises en oeuvre de ces diﬀérentes stratégies de contrôle sur des
structures réelles permettra de montrer leur simplicité et leur grande robustesse vis à vis
des paramètres expérimentaux.
Ce manuscrit représente une synthèse des travaux eﬀectués. Ils sont exposés de la
manière suivante :
La première partie comporte les chapitres 1, 2 et 3. Cette partie a pour objectifs
de donner et de rappeler l'ensemble des outils nécessaires au contrôle actif de structures
par le biais de couches piézoélectriques minces. La principale diﬃculté du contrôle actif
réside dans la diversité des domaines des sciences pour l'ingénieur qu'il est nécessaire
d'appréhender pour comprendre les mécanismes mis en jeu.
Au chapitre 1, nous présentons des notions générales concernant le concept de
contrôle actif. Un historique nous rappelle, notamment, comment s'est déroulé l'essor du
contrôle actif depuis sa naissance. De plus, des exemples industriels et expérimentaux
sont brièvement énoncés. Cette énumération nous donne un aperçu de la multitude de
domaines pour lesquels le contrôle actif peut apporter des réponses probantes aux pro-
blèmes posés.
Le chapitre 2 est consacré à la manière de modéliser un système mécanique en
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vue de l'établissement d'une loi de contrôle. Ce chapitre rappelle les outils numériques du
contrôle actif. Nous exhibons, plus précisément la nécessité de la phase d'optimisation de
la forme et du placement des transducteurs en vue de la mise en place d'une boucle de
contrôle.
Au chapitre 3, nous déﬁnissons le phénomène de piéozélectricité et les domaines
attenants tels que sa modélisation numérique et les méthodes de déposition des couches
minces.
La seconde partie inclut les chapitres 4 et 5. Elle est consacrée aux deux do-
maines qui constituent le contrôle actif : la stabilisation de structures et l'isolation d'élé-
ments. Elle introduit et déﬁnit ces deux notions. De plus, nous présentons, par rapport
aux avancées récentes tirées de la littérature, les champs d'étude que nous avons dévelop-
pés.
Le chapitre 4 présente un ﬂorilège des méthodes de stabilisation active couram-
ment employées et des méthodes d'optimisation qui leur sont liées. La loi de stabilisation
la plus utilisée et la plus simple d'application est, sans doute, celle de l'amortissement
actif colocalisé : les stratégies IFF et DVF. Nous détaillons, pour ce type de stratégies,
un critère d'optimisation permettant de traiter, en termes simples, la localisation et la
géométrie des transducteurs et les niveaux de tension nécessaires au contrôle.
Le chapitre 5 expose des stratégies d'isolation active. Leurs propriétés et leur im-
plantation sont exhibées. Une méthode d'isolation originale fondée sur une loi de contrôle
utilisant une mesure mixte en accélération absolue et en déplacement relatif est dévelop-
pée et mise en perspective avec une stratégie fondée sur la théorie des surfaces glissantes
intégrales (Integral Sliding Surface).
La troisième partie regroupe les chapitres 6 et 7. L'ensemble des résultats expé-
rimentaux obtenus au cours de nos recherches est exposé. Ceux-ci permettent de valider
les résultats numériques obtenus et démontrés dans la partie précédente sur le cas de
structures réelles.
Le chapitre 6 présente les résultats expérimentaux de la stabilisation active d'une
cellule accéléromètrique en quartz et d'une structure plus complexe : un accéléromètre
constitué de deux cellules en quartz. Les stratégies mises en oeuvre ont été formulées au
chapitre 4.
Au chapitre 7, nous montrons les résultats expérimentaux de deux structures d'iso-
lation en silicium sur lesquelles des couches transductrices piézoélectriques sont déposées.
Le première dispositif est une poutre. Elle nous permet de valider les concepts exposés au
chapitre 5 et de vériﬁer les niveaux de performances de ce type de suspension. Ensuite, une
structure d'isolation originale fondée sur une loi de contrôle utilisant une mesure mixte
en accélération absolue et en déplacement relatif est testée.
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Ce qui console d'un travail diﬃcile,
c'est qu'il est "diﬃcile".
Alain

Chapitre 1
Généralités sur le contrôle actif des
structures
1.1 Historique
Le concept de contrôle actif est déjà ancien. Un brevet de P. Lueg [1, 2] datant de
1933 décrit le principe d'un dispositif de contrôle actif du bruit dans un conduit. Une des
illustrations de ce brevet est donnée sur la ﬁgure 1.1. Le dispositif utilise un microphone
pour détecter le champ sonore indésirable en amont et un haut-parleur alimenté par le
signal ampliﬁé du microphone. Un positionnement judicieux du microphone et du haut-
parleur permet d'obtenir une onde acoustique rayonnée qui s'oppose à l'onde incidente.
En aval du haut-parleur, le bruit est atténué.
Fig. 1.1  Contrôle actif du bruit dans une conduite - Schéma extrait du brevet de Lueg
En 1953, Olson et May [3, 4] développent un dispositif diﬀérent, décrit sur la ﬁgure
1.2. Le microphone de détection est ici placé au niveau du haut-parleur de contrôle. La
diﬀérence est fondamentale car aucune détection en amont ne donne une connaissance
préalable de la perturbation. La détection et l'atténuation se font au même emplacement.
Deux types d'approches sont ainsi illustrés : le contrôle par anticipation (feedforward)
dont les travaux de Lueg sont les précurseurs, et le contrôle par rétroaction (feedback)
pour ceux d'Olson et May. En 1956, Conover [5] propose d'utiliser un signal de référence à
la place du microphone de détection de Lueg. Ainsi, par exemple, le signal délivré par un
tachymètre peut être utilisé pour le contrôle actif du bruit rayonné par un moteur [6]. Ce
signal de référence serait ensuite ﬁltré par un contrôleur électronique avant d'alimenter le
haut-parleur de contrôle. Conover introduit également le concept de capteur d'erreur par
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lequel le champ résiduel est mesuré et dont le signal est utilisé pour ajuster le contrôleur.
Ces principes sont la base de nombreux systèmes modernes de contrôle actif par antici-
pation.
Fig. 1.2  Contrôle actif du bruit localisé - Schéma extrait d'une étude de Olson et May
Il faudra attendre les années soixante-dix pour voir apparaître les premières appli-
cations du contrôle actif. Poussée par les problèmes liés à la "course à l'Espace", l'au-
tomatique moderne a fourni les bases théoriques (les lois de contrôle, les espaces d'état,
l'asservissement) nécessaires à un développement du contrôle. De plus, l'avènement de
nouveaux matériaux à comportement dit "intelligent" (les matériaux piézoélectriques, les
alliages à mémoires de formes, les matériaux électrostrictifs, ...) a permis l'émergence de
nouveaux actionneurs et capteurs mieux adaptés à la problématique du contrôle actif en
mécanique et en acoustique. De la même manière, les poussées technologiques dans le
domaine de l'électronique et de l'informatique ont donné naissance à des cartes de traite-
ment numérique des signaux sophistiquées. Celles-ci autorisent la réalisation d'opérations
complexes en temps réel.
A présent, cet ensemble d'évolutions techniques place l'utilisation du contrôle actif
de vibrations comme un enjeu majeur dans tous les secteurs de pointe de la mécanique
(l'automobile, l'aéronautique et le spatial, le génie civil ...).
1.2 Principes fondamentaux
1.2.1 Mécanismes physiques du contrôle actif
Il est possible de mettre en évidence diﬀérents types de mécanismes physiques mis
en jeu en contrôle actif. Nelson et Elliott résument dans leur ouvrage [7] les travaux
eﬀectués sur l'impact du nombre de sources secondaires sur les performances du contrôle.
L'inﬂuence de la distance entre les sources primaires, correspondant à la perturbation
à atténuer, et les sources secondaires, crées par le dispositif de contrôle, est également
examinée. Deux cas limites de contrôle apparaissent :
 Quand les sources secondaires sont proches des sources primaires en terme de lon-
gueur d'onde, des atténuations importantes sont obtenues et ce dans une zone éten-
due. Si on se place loin des sources, on peut, dans ce cas, voir la combinaison de
ces sources comme une source unique ayant une faible eﬃcacité de rayonnement.
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On peut aussi considérer que la puissance émise par les sources primaires est atté-
nuée par une réduction de l'impédance de rayonnement. On parle alors de couplage
d'impédance.
 Quand les sources secondaires sont éloignées des sources primaires en terme de lon-
gueur d'onde, le champ résultant montre des minima et des maxima. Il n'y a pas
d'atténuation globale. En eﬀet, on minimise localement le champ perturbateur en
l'augmentant éventuellement ailleurs. On parle d'interférence destructive. Quand le
dispositif de contrôle actif concerne un espace relativement étendu, de multiples
sources de contrôle deviennent nécessaires et interagissent alors entre elles. La mise
au point d'un contrôleur performant demande alors d'identiﬁer préalablement les
diﬀérents couplages entre actionneurs de contrôle et capteurs pour s'en prémunir.
Dans de nombreux cas, l'interférence destructive et le couplage d'impédance inter-
viennent ensemble dans le contrôle. Il demeure quelques systèmes où seule l'interférence
destructive est en jeu. Le casque de protection auditive contrôlé activement en est un
exemple [810] : le contrôle localisé au niveau de l'oreille ne change en rien l'impédance
vue par une source éloignée. Le système unidirectionnel élimine également les couplages
quand les champs primaire et secondaire évoluent dans la même direction à l'intérieur
du domaine. Tout se passe alors comme si les sources secondaires n'émettaient pas mais
absorbaient la puissance émise par les sources primaires.
1.2.2 Stratégies de contrôle
Il existe deux classes distinctes de stratégies de contrôle.
La première classe représente le contrôle en boucle ouverte (cf ﬁgure 1.3). Le signal
de contrôle u(t) est déterminé par la connaissance des objectifs et, a priori, du système à
modiﬁer. Ce signal n'est aucunement inﬂuencé par les sorties du système y(t). Si des solli-
citations inattendues viennent perturber la structure ou si celle-ci subit une modiﬁcation
liée, par exemple, à une fatigue, les sorties s'éloigneraient des objectifs attendus. Ce type
de contrôle est généralement employé lorsque les incertitudes du système sont considérées
comme insigniﬁantes. En d'autres termes, nous n'avons pas de modiﬁcations des pôles du
système.
La seconde classe de contrôle est le contrôle en boucle fermée. Dans ce cas, le signal de
contrôle u(t) dépend également des sorties du système y(t). Ce système est plus robuste
par rapport aux incertitudes portant sur l'excitation extérieure et celles concernant la
connaissance du système. En déﬁnitive, les pôles du système sont modiﬁés et nous rejetons
les perturbations.
De manière classique, nous déﬁnissons deux approches radicalement diﬀérentes du
contrôle en boucle fermée : le contrôle par anticipation (feedforward) (cf ﬁgure 1.4) et
le contrôle par rétroaction (feedback) (cf ﬁgure 1.5).
Le contrôle par anticipation
La ﬁgure 1.4 illustre le principe de base du contrôle actif de type feedforward.
Il nécessite, pour être eﬃcace, un modèle numérique représentatif et un signal de
référence corrélé avec la perturbation. Des systèmes existent, en eﬀet, où la perturbation
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Loi de contrôle Système à contrôler
Objectifs u(t) y(t)
Perturbations
Fig. 1.3  Boucle de contrôle ouverte
Loi de contrôle
Système à contrôler
Objectifs
u(t)
y(t)
Perturbations
Capteurs
Erreurs de mesure
Fig. 1.4  Boucle de contrôle par anticipation
est prévisible. Cela est notamment courant dans deux types de systèmes :
 quand le contrôle concerne le bruit ou les vibrations rayonnés par une machine
tournante, la perturbation est alors harmonique ou multiharmonique.
 quand la perturbation se propage de telle sorte qu'elle est en tout point du système
fonction de sa valeur en amont.
Il apparaît clairement que ce type de contrôle fut développé pour des applications
liées au contrôle du bruit [7]. Cependant, il peut s'avérer fort eﬃcace dans le cadre du
contrôle de vibrations, notamment dans les cas précédemment cités [11]. Néanmoins, une
dérive signiﬁcative (fatigue, perturbation inattendue, ...) du système par rapport au mo-
dèle fait chuter rapidement l'eﬃcacité du contrôle. C'est dans cette optique que les pre-
miers contrôleurs adaptatifs par anticipation ont été créés.
Le contrôle par rétroaction
Les stratégies de type feedback représentent les méthodes de contrôle les plus sou-
vent appliquées. En eﬀet, elles permettent de déplacer les pôles du système ce qui améliore
la stabilité de la structure. Cela tient également à la simplicité d'application du principe,
illustré ﬁgure 1.5. Ces stratégies souﬀrent cependant dans certains cas d'un manque de
robustesse.
Le contrôle résulte uniquement du traitement d'un signal d'erreur, c'est à dire de la
diﬀérence entre le signal-objectif et le signal réel, et ne nécessite pas systématiquement un
modèle numérique. Ce signal d'erreur ﬁltré par le contrôleur commande alors les action-
neurs. En contrepartie de sa simplicité de principe, le feedback présente une limitation
de performance inhérente à sa structure. En eﬀet, on ne peut annuler le signal d'erreur
sous peine d'annihiler également le contrôle. En fait, plus l'erreur est faible, plus le gain
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Loi de contrôle Système à contrôler
Objectifs u(t) y(t)
Perturbations
Capteurs
Erreurs de mesure
Fig. 1.5  Boucle de contrôle par rétroaction
de contrôle est élevé. Une valeur trop élevée du gain de contrôle peut entraîner une perte
de stabilité de l'ensemble du système.
Comparaison des stratégies de contrôle
Dans le tableau ci-dessous, un bref récapitulatif des avantages et des désavantages
des principales stratégies de contrôle est donné.
Type de contrôle Avantages Désavantages
Anticipation
- largeur de bande de fréquences - modèle nécessaire
ciblées importante - méthode locale
- perturbation - taille des calculs
à bande étroite en temps réel
Filtre adaptatif - modèle non nécessaire - référence nécessaire
- largeur de bande importante - méthode locale
- perturbation - taille des calculs
à bande étroite en temps réel
Rétroaction
Amortissement actif - modèle non nécessaire - eﬀectif seulement
- stabilité garantie près des résonances
dans le cas colocalisé
Fondée sur un modèle - méthode globale - largeur de bande limitée
- atténuation de toutes - perturbations hors bande
les perturbations dans la bande ampliﬁées
de fréquences étudiée. - phénomène de spill-over
Tab. 1.1  Comparaison des stratégies de contrôle [12]
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1.3 Notion de contrôleur adaptatif
Dans un dispositif de contrôle actif, le contrôleur peut-être basé sur un modèle
numérique du système physique et des transducteurs utilisés pour le contrôler. Malheu-
reusement, certaines données du système étudié peuvent évoluer dans le temps (avec la
température, le vieillissement des composants ...)ou être totalement inconnues de telle
sorte qu'il devient diﬃcile de construire le contrôleur sur un modèle numérique ﬁxe. La
nécessité de construire un contrôle qui s'adapte aux évolutions du système est cruciale.
Une propriété importante de beaucoup de dispositifs de contrôle actif modernes (par-
ticulièrement les systèmes de contrôle par anticipation) est l'adaptabilité. Un contrôleur
adaptatif (cf ﬁgure 1.6) observe continuellement ou périodiquement le système contrôlé et
rafraîchit ainsi son modèle interne de telle sorte qu'il s'adapte aux faibles changements de
comportement. La conséquence est que les contrôleurs adaptatifs sont presque toujours
digitaux.
Système à contrôler
u(t)
y(t)Perturbations
Filtre adaptatif
Erreurs de mesure
Capteurs
Référence
Fig. 1.6  Principe du contrôle adaptatif
La méthode impose la connaissance d'une mesure de la perturbation extérieure,
appelée signal de référence. Grâce à ce signal, le contrôleur élabore sa commande. Elle a
pour objectif d'annuler la perturbation extérieure au niveau du point de mesure du signal
d'erreur. Il s'agit du contrôle par anticipation, déjà mentionné. Par conséquent, nous ne
pouvons garantir que le signal soit minimisé sur d'autres points de la structure. Cette
stratégie est non optimale par rapport à des critères globaux ( l'énergie,...). Il s'agit donc
d'une méthode locale. Le principal inconvénient de la méthode est la nécessité d'un signal
de référence. Dans de nombreux cas, cette connaissance n'est pas possible.
1.4 Diﬃcultés de mise en oeuvre
Si les principes semblent élémentaires, avec un simple retard pour le dispositif de
Lueg [1, 2] et une inversion de signe pour celui de Olson [3, 4], la mise en oeuvre d'un dis-
positif de contrôle actif est en revanche plus délicate. Elle demande la maîtrise de tous les
maillons de la boucle de contrôle : capteur(s) de détection, ﬁltrage, source(s) de contrôle,
éventuel(s) capteur(s) d'erreur. Chacun de ces diﬀérents éléments possède en eﬀet une
fonction de transfert particulière, introduisant des modiﬁcations en termes de phase et
d'amplitude dans les signaux à traiter.
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Pour illustrer l'inﬂuence d'erreurs de module ou de phase sur le contrôle, calculons
l'atténuation optimale possible en un point en fonction de ces dernières. Soit A l'amplitude
du champ sonore ou vibratoire en un point, somme des contributions harmoniques des
champs primaire et secondaire :
A = Ai.e
j.φi + Ai.(1 +4A).ej.(φi+4φi+pi) (1.1)
avec Ai et φi : respectivement l'amplitude et la phase du champ incident,
4Ai et 4φi : respectivement l'erreur d'amplitude et de phase sur le contrôle.
L'atténuation s'écrit alors :
R = 20.Log| A
Ai
| = 20.Log|ej.φi + (1 +4A).ej.(φi+4φ+pi)| (1.2)
Fig. 1.7  Atténuation R en fonction des erreurs de phase et d'amplitude
La ﬁgure 1.7 montre l'atténuation R possible en fonction des erreurs de phase 4φi
et d'amplitude 4Ai, si φi est considérée nulle. Dés lors, nous évaluons l'importance des
erreurs de ﬁltrage pour obtenir des atténuations importantes, en particulier le rôle des
erreurs de phase.
Lueg et Olson utilisaient des ampliﬁcateurs audio classiques comme électroniques
de contrôle. Les recherches ultérieures introduisirent naturellement des déphaseurs et des
contrôles d'amplitude pour obtenir des performances accrues. Néanmoins, ces contrôleurs
nécessitent des ajustements manuels fréquents pour optimiser les performances et l'utili-
sation d'électronique analogique interdit alors la mise en oeuvre d'algorithmes de contrôle
complexes. Ce n'est que récemment que les premiers dispositifs performants apparaissent
avec l'avènement des ﬁltres, puis des processeurs digitaux (DSP) au début des années
quatre-vingt [6]. Les apports du traitement numérique sont multiples :
 l'implantation d'algorithme adaptatif devient praticable alors qu'elle s'avérait com-
plexe à réaliser avec les dispositifs analogiques.
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 quand le dispositif de contrôle actif utilise de nombreuses détections et/ou sources
de contrôle, le contrôleur possède d'autant plus de voies de ﬁltrage à régler. On parle
alors de contrôle actif multi-voies. Dans un tel contexte, un contrôleur analogique
est proscrit.
 si le spectre du champ à atténuer est riche, le contrôleur doit intégrer un modèle du
système sur toute la bande de fréquences à contrôler. La complexité alors accrue du
ﬁltrage impose l'utilisation d'un contrôleur digital.
Toutes ces réserves expliquent les diﬃcultés d'application du contrôle actif avant
l'arrivée des techniques digitales.
    Dimension
caractéristique 
  du système
         (m)
Fréquence
         (Hz)
  densité
  modale
croissante
    densité
    modale
décroissante
Contrôle  actif
10 50 100 500 1000
0.1
1
10
Fig. 1.8  Zones d'application classique du contrôle actif
La ﬁgure 1.8 donne une représentation classique du degré de diﬃculté de réalisation
d'un dispositif de contrôle actif en fonction des principaux facteurs limitatifs [13]. Nous
voyons que le contrôle actif n'est réalisable que pour des fréquences et des dimensions
(de la zone à contrôler) faibles avec des densités modales peu élevées. Autrement dit,
un système résonnant à bande étroite et de petites dimensions se contrôle
plus facilement qu'un système amorti à large bande et de grandes dimensions.
Cependant, il semble que l'on puisse gérer cette diﬃculté avec des structures MEMS et le
contrôle distribué.
1.5 Applications classiques du contrôle actif
Il est un fait avéré : le contrôle actif existe depuis de nombreuses années. Mais force
est de constater que, s'il est indéniable qu'il s'agit d'un principe qui fonctionne [14], les
applications industrielles ne sont pas légion soixante-dix ans plus tard. L'avènement de
processeurs numériques suﬃsamment rapides pour implémenter la plupart des applica-
tions n'a pas modiﬁé cet état de fait.
Ce paragraphe présente succinctement quelques applications typiques, commercia-
lisées ou à l'étude [15], appartenant au contrôle actif du bruit ou au contrôle actif des
vibrations. Il est en fait souvent diﬃcile de séparer les deux disciplines. Ainsi, le contrôle
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actif du bruit rayonné par des structures vibrantes peut-il être traité comme un contrôle
actif acoustique, un contrôle actif des vibrations ou un contrôle actif combinant ces deux
notions [11]. Néanmoins, le contrôle actif des vibrations est a priori plus complexe pour
les raisons suivantes :
 plusieurs ondes coexistent à une fréquence donnée, avec des célérités qui varient avec
la fréquence ;
 les conditions aux limites présentent une grande importance ;
 les structures réelles en jeu sont très rarement unidirectionnelles.
Dans ce contexte, les premières applications industrielles ont été surtout acoustiques,
en particulier pour contrôler le bruit dans des conduits de ventilation et de conditionne-
ment d'air, aboutissant aujourd'hui à de véritables produits industriels. Un autre domaine
ayant donné lieu à une industrialisation précoce, avec un succès réel, est celui du contrôle
du bruit résiduel dans la cavité interne de casques anti-bruit.
Un enjeu fort a toutefois été identiﬁé depuis le milieu des années 1980 dans le do-
maine de la maîtrise nécessaire des émanations acoustiques des sous-marins. Ceux-ci sont
les porteurs de la force stratégique de dissuasion, amenant à des investissements signiﬁ-
catifs de recherche et un développement dans le domaine du contrôle actif des vibrations
en France. C'est l'origine principale des développements de "plots actifs" ou de paliers
magnétiques actifs.
À l'étranger, une des applications les plus précoces du contrôle actif vibratoire porte
également sur des "plots actifs", cette fois, liés à des applications aéronautiques. Il s'agit
de suspensions actives de réacteurs développées par une société américaine pionnière dans
ce domaine, la société Lord. L'objectif est d'atténuer le bruit transmis par voie solidienne
dans la cabine.
1.5.1 Réduction du bruit se propageant dans un conduit de ven-
tilation
Nous présentons une des toutes premières applications industrielles et commerciales
réussies du contrôle actif [8, 14, 16]. En basses fréquences, ce contrôle se ramène à un
problème d'ondes planes se propageant dans un milieu à une dimension. De plus, la per-
turbation est généralement périodique et son spectre n'est alors essentiellement constitué
que d'une fréquence et de quelques harmoniques. Des applications industrielles existent
depuis plusieurs années (cf ﬁgure 1.9).
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Fig. 1.9  (a) Principe du contrôle actif du bruit dans un conduit, (b) Dispositif commercialisé
(Document TechnoFirst [8])
1.5.2 Casque de protection auditive actif
Il s'agit également de l'une des applications les plus employées du contrôle actif
[810]. Les casques actifs (cf ﬁgure 1.10) utilisent un contrôle feedback ou feedforward
leur permettant d'atténuer les bruits stationnaires de basses fréquences du type moteur
d'avion, turbine ...
Contrôleur
Oreille
Casque
  Signal
d'erreur
Bruit
Signal
  utile
(a) (b)
Fig. 1.10  Casque de protection auditive actif : (a) Principe de fonctionnement, (b) Modèle
commercialisé (document Sennheiser electronic [9])
1.5.3 Plots actifs
Les "plots actifs" sont en fait des suspensions actives (cf ﬁgure 1.11). Ce type de
systèmes actifs est utilisé dans les cas complexes où les produits traditionnels passifs ne
permettent pas d'éliminer les vibrations. Ils sont notamment utilisés pour stabiliser les
cabines d'hélicoptère et éliminer les nuisances créées dans des bâtiments par les machine-
ries (chauﬀage, générateur, extracteur ...). Ils peuvent être également utilisés pour isoler
des instrumentations de grande précision comme des spectromètres (cf ﬁgure 1.12).
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Fig. 1.11  "Plots actifs" : (a) Principe de fonctionnement, Exemples commercialisés : (b)
Document Technoﬁrst S.A. [8] (c) document TMC [17]
Fig. 1.12  Implantations de "plots actifs" : (a) Plate-forme d'isolation en acier (b) Isolation
d'un spectromètre (document TMC [17])
1.5.4 Plates-formes actives multi-directionnelles
Il s'agit de plates-formes de type "robot Stewart" [18]. Le système est composé de six
pieds de longueur variable qui permettent d'obtenir un plateau contrôlable sur six degrés
de liberté. De manière générale, ces plates-formes ont été développées pour des usages
purement aéronautiques (simulateurs de vol,...) et spatiaux (portes-satellites isolants, ...).
Nous pouvons en distinguer trois modes d'utilisation :
 montage actif pour des éléments sensibles,
 montage isolant pour des sources générant des nuisances vibratoires,
 élément structural actif.
Bien que restant un vaste sujet exploré par de nombreuses équipes de recherche
(The Jet Propulsion Laboratory [22], l'Université de Washington [20], Naval Postgraduate
School [23], l'Université du Wyoming [24], l'Université Libre de Bruxelles [21] ...) une
certaine activité commerciale s'est créée autour de ces systèmes (CSA Engineering Inc.,
...).(cf ﬁgure 1.13)
1.5.5 Réduction des vibrations d'un bras de satellite
Le contrôle actif de vibrations des structures ﬂexibles est un thème de recherche qui
s'est beaucoup développé ces dernières années. De nombreux travaux sont consacrés spé-
ciﬁquement aux grandes structures, en vue d'applications aux futures stations spatiales
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Fig. 1.13  Exemples de plates-formes de type "Stewart" : (a) Isolation pour satellite ultra-
sensible (document CSA Engineerong Inc. [19]),(b) Isolation d'un spectromètre (document CSA
Engineerong Inc. [19]),(c) Plate-forme stewart de l'Université de Washington [20],(d) Plate-forme
stewart de l'Univeristé Libre de Bruxelles [21]
(cf. ﬁgure 1.14). Ces structures sont caractérisées par des modes possédant un amortisse-
ment naturel faible (typiquement inférieur à 1 %) et se trouvant dans la bande passante
des contrôleurs classiques (jusqu'à 500 Hz). De nombreuses études sont en cours pour
appliquer à de telles structures des contrôles de type feedback [12, 25, 26].
Fig. 1.14  Bras de satellite équipé d'un dispositif de contrôle de vibrations.
1.5.6 Réduction des vibrations dans les ailes d'avions
Certains angles de vol induisent à haute vitesse des vibrations importantes en bout
d'aile et des ﬂottements, fatiguant la structure. Des travaux sont menés pour contrôler
les deux premiers modes de ﬂexion et de torsion avec un contrôle de type modal c'est à
dire privilégiant certains modes propres, en utilisant des transducteurs piézoélectriques
comme capteurs et comme actionneurs [27](cf. ﬁgure 1.15).
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Fig. 1.15  Dispositif de contrôle de vibrations d'une aile d'avion, (a) Principe, (b) Vue gé-
nérale d'une aile équipée de transducteurs piézoélectriques (documents ACX-NASA-Boeing-US
Air Force [27]
1.5.7 Contrôle actif du bruit rayonné par le fuselage d'un avion
Certains modes du fuselage engendrent un bruit basses fréquences signiﬁcatif à l'in-
térieur de l'avion. Des dispositifs sont à l'étude pour contrôler ces modes avec un contrôle
actif acoustique structural (ASAC). Le contrôleur est de type feedforward multi-voies.
Il utilise des microphones comme capteurs et des couches piézoélectriques couplées au
fuselage comme actionneurs structuraux [28].
1.5.8 Réduction du bruit rayonné par des équipements
Contrôle actif du bruit rayonné par les transformateurs
Le contrôle du bruit rayonné par les transformateurs électriques de puissance est une
application typique du contrôle actif. Des dispositifs basés sur un contrôleur feedforward
multi-voies sont réalisés aﬁn d'atténuer le bruit rayonné à la fréquence fondamentale et aux
fréquences harmoniques. Une installation classique utilise des actionneurs piézoélectriques
en conjonction avec des microphones d'erreur [6].
Contrôle actif du bruit rayonné par les moteurs
Des dispositifs de contrôle actif sont réalisés pour atténuer le bruit rayonné par
les moteurs. Le contrôleur est de type feedforward multi-voies. Il utilise des microphones
comme capteurs et des haut-parleurs comme actionneurs de contrôle. Le signal de référence
provient d'un tachymètre lié à l'arbre du moteur. Le contrôle réalisé atténue le bruit
rayonné à la fréquence fondamentale et à la première harmonique. Des recherches en
cours visent aussi à réduire le bruit rayonné par les réacteurs [29].
1.5.9 Suspension automobile active
Chaque suspension automobile a deux objectifs : préserver le confort des passagers
tout en conférant un bon contrôle du véhicule. L'impression de confort est procurée par
l'isolation des passagers du véhicule par rapport aux perturbations de la route. La contrô-
labilité du véhicule est procurée, principalement, par le maintien de la caisse par rapport
aux mouvements de roulis et de tangage et par la permanence du contact entre les pneus
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et la route. Malheureusement, ces deux notions sont contradictoires. Il faut donc généra-
lement eﬀectuer un compromis. Pour les berlines, le confort est privilégié. Mais le résultat
engendre des mouvements intempestifs de la caisse lors de la conduite. A l'inverse, les
voitures de sport sont conçues pour réduire le tangage et le roulis. Mais, le confort s'en
trouve sacriﬁé.
Les suspensions actives permettent d'atteindre ces deux objectifs simultanément.
Elles peuvent être constituées soit d'un système oléopneumatique (comme dans la célèbre
Citroën DS), soit d'un moteur electro-magnétique linéaire et d'un ampliﬁcateur de puis-
sance pour chaque roue. Dans le second cas, des algorithmes mathématiques centralisés
élaborent les signaux de contrôle à partir des mesures de capteurs situées autour de la
caisse.
Fig. 1.16  Dispositif de suspension automobile active : (a) Suspension active, (b) Mise en place
du dispositif, (c) Comparatif de performances (documents Bose [10])
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1.5.10 Applications aux structures de génie civil
Les bâtiments et les tours modernes tendent à être plus élancés, plus légers et à
posséder un amortissement intrinsèque plus faible comparés à leurs homologues plus an-
ciens. Ces structures sont ainsi exposées au vent excessif et aux oscillations induites par
des tremblements de terre.
L'une des voies explorées pour atténuer ces vibrations est l'installation de systèmes
amortissants passifs. Le dispositif d'atténuation est appelé Amortisseur à Masse Accordée
Passif (PTMD)[3032]. Il se compose d'un système masse-ressort auxiliaire possédant une
période proche de celle des bâtiments (cf. ﬁgure 1.17).
Cependant, les amortisseurs à masse accordée passif ont les problèmes suivants :
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Fig. 1.17  Amortisseur à masse accordée passif : (a) Schéma de principe, (b) Fonction de
transfert caractéristique entre le déplacement du bâtiment et la force d'excitation.
 Les restrictions dues à la taille des systèmes auxiliaires limitent les eﬀets du contrôle.
 L'ajustement de la fréquence du dispositif PTMD peut présenter des diﬃcultés im-
portantes. Notamment, lorsque sa fréquence est hors de la gamme de fréquence du
bâtiment. Il s'en suit une baisse signiﬁcative de performance dans le contrôle des
vibrations.
Pour surmonter les diﬃcultés mentionnées ci-dessus, un dispositif à Masse Accordée
Actif (ATMD) a été développé [3335]. Ce dispositif exige un algorithme de commande
qui analyse les comportements dynamiques de la structures pour, ensuite, créer une force
de commande qui pilote une masse (cf. ﬁgure 1.18).
Récemment, des investigations nouvelles ont proposé qu'un TMD actif soit lié à
un TMD passif (APTMD). Il a été prouvé [36, 37] que ce type de systèmes composé
d'APTMD peut produire une grande amélioration (cf. ﬁgure 1.19). En eﬀet, un Amor-
tisseur à Masse Accordée Hybride Actif-Passif (APTMD) donne accès aux évolutions
suivantes :
 Comparé au système conventionnel actif, la taille du contrôleur est sensiblement
plus petite ce qui constitue un avantage certain, une fois installé dans les structures.
 La force ou la puissance de commande exigée pour activer le dispositif est sensible-
ment plus faible pour une performance équivalente.
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Capteur
Loi de Contrôle
Fig. 1.18  Principe d'un amortisseur à masse accordée actif.
 La stratégie passive fonctionne comme un ﬁltre mécanique pour couper les vibrations
du bruit haute fréquence du mécanisme actif avant d'atteindre la structure.
Capteur
Contrôleur
ActionneurATMD
PTMD
Premier étage
Fig. 1.19  Schéma de montage d'un amortisseur à masse accordée hybride actif-passif sur un
immeuble d'un étage.
1.6 Conclusion
Le principe du contrôle actif est ancien. Cependant, sa mise en oeuvre expérimentale
au niveau industriel n'a pu être possible que très récemment. Les avancées technologiques
notamment en électronique, en automatique et en informatique ont permis cette évolu-
tion. Le contrôle actif s'avère transposable à de nombreux domaines, établis ou en devenir
(nanotechnologie, automobile, aérospatiale, génie civil ...). Leur diversité et leur variété
donnent l'étendue des possibilités d'application qu'oﬀrent le contrôle actif des structures.
A présent, il est nécessaire d'introduire les outils de modélisation des structures
mécaniques. Ils constituent, en eﬀet, une base essentielle de la conception et de l'optimi-
sation des lois et des moyens de contrôle employés lors de l'établissement d'une boucle de
rétroaction.
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Chapitre 2
Modélisation et contrôle des structures
Le contrôle actif dérive des théories d'automatique liées à l'asservissement des sys-
tèmes. La théorie classique est fondée explicitement sur une relation à une entrée / une
sortie (Single Input / Single Output, SISO). Elle utilise un modèle linéaire, ou non li-
néaire, de la fonction de transfert du système, en termes de transformée de Laplace ou
de transformée en z, pour la mise au point du contrôleur. Ces méthodes ont été élabo-
rées et réalisées pour contrôler des processus "lents" et de peu de degrés de liberté. Par
conséquent, dans le cadre de la dynamique des structures, cette théorie possède de fortes
limitations liées à la non-prise en compte :
 de systèmes à plusieurs entrées / plusieurs sorties (Multi Input / Multi Output,MIMO).
En eﬀet, les calculs deviennent diﬃciles lorsque le nombre de degrés de liberté aug-
mente [1],
 de l'ensemble de degrés de liberté de la structure,
 des non-linéarités de la structure,
 de la variation par rapport au temps de certains paramètres,
 des incertitudes.
Le contrôle moderne fut élaboré pour pallier ces lacunes. La théorie du contrôle mo-
derne est une approche temporelle du comportement dynamique fondée sur une descrip-
tion en termes de variables d'état. Elle est construite à partir d'un système d'équations
diﬀérentielles du premier ordre constituant une équation matricielle. Cette description
s'est avérée particulièrement intéressante lors de l'avènement des ordinateurs à forts po-
tentiels de calculs.
Dans ce chapitre, nous décrivons la démarche et les outils communément employés
pour concevoir et décrire un système de contrôle actif des vibrations sur une structure
mécanique.
2.1 Modélisation des systèmes mécaniques
Dans la conception d'un système de contrôle actif de vibrations, l'ingénieur ou le
scientiﬁque commence par développer un modèle de la structure étudiée. Il se doit de
représenter correctement son comportement dynamique. Le modèle doit décrire entiè-
rement le problème étudié sans ajouter de complexité inutile à l'analyse aﬁn de ne pas
alourdir les calculs postérieurs. Deux approches peuvent être employées au développement
de modèles. En eﬀet, ces derniers peuvent être établis par une approche numérique ou ex-
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périmentale. La première méthode repose sur l'application des principes de physique et de
mathématiques permettant de générer l'ensemble des équations décrivant les phénomènes
physiques à étudier. En mécanique, nous utiliserons, par exemple, les méthodes éléments
ﬁnis, méthode de Rayleigh Ritz [2], etc... La seconde approche consiste à identiﬁer les
fonctions de réponse en fréquence existant entre un ensemble d'entrées et de sorties me-
surées expérimentalement sur le système. Plusieurs méthodes sont utilisées en mécanique.
Nous citerons, par exemple, les méthodes liées à l'analyse modale [3].
La combinaison de ces deux démarches représente souvent la meilleure alternative
pour décrire mathématiquement un système en vue de le contrôler.
En eﬀet, il est évident, que l'utilisation, a priori, d'une modélisation numérique,
sans recalage expérimental, ne permettra pas de contrôler eﬃcacement une structure. Les
diﬀérentes approximations eﬀectuées introduisent une part d'incertitude dans le modèle
obtenu. Elles pourront entraîner, le cas échéant, une déstabilisation du contrôle.
Ainsi, la conception et l'optimisation de stratégies de contrôle actif nécessitent avant
tout, une bonne intégration des diﬃcultés liées à la modélisation des systèmes physiques
et des erreurs intrinsèques introduites par les méthodes utilisées.
Aﬁn de choisir et de mettre en oeuvre une méthode de contrôle sur un système
quelconque, il convient, après l'avoir modélisé, de déﬁnir ses variables caractéristiques.
Les hypothèses fondamentales ainsi schématisées permettront de déﬁnir la loi de
contrôle adéquate, attachée bien souvent, à la connaissance du type d'équations du modèle
et du type d'excitations induites par l'environnement.
2.2 Décomposition sur la base modale
L'un des problèmes majeurs du contrôle de structures continues est la gestion de
l'inﬁnité de degrés de liberté des modèles. De manière générale, les modèles obtenus, usuel-
lement par une méthode "éléments ﬁnis", ne peuvent être utilisés en l'état. Le nombre
de degrés de liberté doit être réduit. L'une des méthodes de réduction les plus simples
d'emploi est la décomposition sur la base modale du système. Elle permet de conserver les
informations les plus judicieuses sur le comportement de la structure. Néanmoins, cet es-
pace demeure de dimension inﬁnie. Il est, par conséquent, nécessaire de réduire le nombre
de modes considérés pour décrire le système. Une troncature modale est à eﬀectuer. Cette
réduction peut engendrer des phénomènes d'instabilité du système. En eﬀet, le comporte-
ment des modes résiduels, non modélisés, peut rendre instable la structure. C'est ce que
l'on nomme couramment le phénomène de spill-over [4]. Cet aspect sera développé plus
en avant dans la suite de ce chapitre.
Nous pouvons écrire, de manière très générale, les équations de mouvement corres-
pondant à un système mécanique quelconque :
A(u(x, t)) + ρ.∂
2u(x,t)
∂t2
= F x ∈ V0
Cn(u(x, t)) = t x ∈ SV0
Cd(u(x, t)) = u x ∈ Su
(2.1)
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où 
V0 : le domaine occupé par le corps élastique non déformé.
SV0 : la portion de surface sur laquelle les eﬀorts sont imposés.
Su : la portion de surface sur laquelle les déplacements sont imposés.
A : l'opérateur d'élasticité, auto-adjoint semi-déﬁni positif
Cd : l'opérateur lié aux conditions aux limites de Dirichlet,
Cn : l'opérateur lié aux conditions aux limites de Neumann,
ρ : la masse volumique de la structure,
u : le vecteur de déplacement de la structure
F : les forces de volume appliquées.
t : les eﬀorts imposés sur SV0 .
u : les déplacements imposés sur Su.
Considérons le cas d'un système linéaire. Les valeurs propres et vecteurs propres
associés au système sont déﬁnis par le système homogène suivant :
A(φ(x))− Ω2.ρ.φ(x) = 0 x ∈ V0
Cn(φ(x)) = t x ∈ SV0
Cd(φ(x)) = u x ∈ Su
(2.2)
avec{
φ(x) : la matrice des vecteurs propres normalisés du système homogène.
Ω : la matrice des valeurs propres du système homogène.
Nous vériﬁons aisément l'orthogonalité des solutions propres en utilisant les expres-
sions de l'énergie cinétique et de déformation du système. Nous considérons φi et ωi les
valeurs associées au iieme mode.
∫
V0
ρ.φTj (x).φi(x)dV = δij∫
V0
φTj (x).A(φi(x))dV = δij.ω
2
i
(2.3)
Nous pouvons donc projeter le mouvement du système sur la base orthonormée
formée par les vecteurs propres. En conséquence, le mouvement peut s'écrire :
u(x, t) =
∞∑
i=1
φi(x).ηi(t) = φ(x).η(t) (2.4)
avec
η(t) : le vecteur des coordonnées modales.
Exemple standard
Considérons un système mécanique non amorti. L'équation discrétisée suivant N
degrés de liberté est la suivante :
M.q¨(t) +K.q(t) = F.u(t) + E.w(t) (2.5)
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avec 
M : la matrice de masse du système,
K : la matrice de raideur du système,
F : la matrice de localisation des eﬀorts de contrôle.
E : la matrice de localisation des eﬀorts d'excitation.
Les valeurs propres et vecteurs propres associés au système sont notés :
Ω = (ω1, ..., ωN)
T .Identite, φ = {φ1, ..., φN} (2.6)
Ces valeurs sont données par la résolution du système conservatif :
ω2.M.φ = K.φ (2.7)
A présent, projetons le vecteur des coordonnées généralisées, déﬁni par l'équation
(2.6), sur la base modale.
q(t) =
N∑
i=1
φi.ηi(t) = φ.η(t) (2.8)
Les relations d'orthogonalité entre les vecteurs propres, normés par rapport à la
matrice masse, nous donnent : {
φT .K.φ = Ω2
φT .M.φ = Identite
(2.9)
Nous obtenons donc la relation suivante :
Identite.η¨(t) + Ω
2.η(t) = φT .F.u(t) + φT .E.w(t) (2.10)
Cette démarche de projection sur l'espace modal a été exhibée pour un cas idéal
non amorti et donc conservatif. Naturellement, la réalité est toute autre. Tout système
mécanique est fatalement non-conservatif. Pour vériﬁer le cadre de la méthode, il est
essentiel de préciser les modélisations possibles du phénomène d'amortissement et des
éventuelles limites qu'elles imposeraient à la méthode de projection modale.
2.3 Modélisation de l'amortissement
Nous savons que, pour représenter de façon réelle une structure, nous devons prendre
en considération la dissipation d'énergie induite par le comportement du matériau, par la
géométrie de la structure, par les liaisons ... [5]. C'est ce que l'on appelle l'amortissement.
Or sa connaissance et sa modélisation reste relativement empirique. En outre, il existe
plusieurs manières de le modéliser [6].
Pour tenir compte du phénomène, nous devons ajouter à la relation (2.11) un opé-
rateur d'amortissement B(u(x,t)). Il s'agit d'un opérateur introduisant la notion de com-
portement diﬀéré dans le temps. Cette notion est essentielle aﬁn de considérer le caractère
irréversible de l'amortissement. Dans le cadre de loi de comportement linéaire, nous pou-
vons inclure cet opérateur de la façon suivante :
A(u(x, t)) +B(u(x, t)) + ρ.∂
2u(x,t)
∂t2
= F x ∈ V0
Cd(u(x, t)) = t x ∈ SV0
Cn(u(x, t)) = u x ∈ Su
(2.11)
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Dans le cadre de modèles linéaires d'amortissement, nous pouvons citer deux cas
classiques et largement employés :
 l'amortissement dit visqueux. Ce modèle se traduit par un opérateur d'amortisse-
ment proportionnel à la dérivée temporelle du vecteur de déplacement. Les facteurs
d'amortissement modaux sont considérés linéaires par rapport à la fréquence du sys-
tème. Par conséquent, les modes de la structure sont de plus en plus amortis dans
le sens des fréquences croissantes.
 l'amortissement dit hystérétique. L'amortissement est pratiquement constant en
fonction de la fréquence. Dans ce cas, l'opérateur est purement complexe et pro-
portionnel au déplacement. En fait, nous ajoutons une raideur complexe qui n'a pas
réellement de sens physique.
Exemple standard
Considérons un système mécanique amorti avec Ca la matrice d'amortissement vis-
queux. L'équation discrétisée suivant N degrés de liberté et projetée sur la base des vec-
teurs propres est la suivante :
Identite.η¨(t) + φ
T .Ca.φ.η˙(t) + Ω
2.η(t) = φT .F.u(t) + φT .E.w(t) (2.12)
L'approche courante et intuitive de la notion de mode est de considérer des modes
propres parfaitement découplés et constituant donc une base orthonormée. Dans ce cas,
la matrice φT .Ca.φ est diagonale. Cependant, les systèmes réels présentent de l'amortis-
sement dissipant l'énergie acoustique ou vibratoire de la structure de telle sorte que les
modes sont couplés par cet amortissement. La matrice φT .Ca.φ est alors complète. Les
vecteurs modaux ainsi liés font perdre beaucoup de son intérêt à l'approche modale. Cela
entraîne une complication de la formulation du problème notamment par le couplage des
équations modales [7] via cette même matrice. L'équation de mouvement du mode i s'écrit
donc de la manière suivante :
η¨i(t) +
N∑
k=1
ξk.ωk.η˙k(t) + ω
2
k.ηi(t) = φ
T
i .F.u(t) + φ
T
i .E.w(t) pour i=1, ... ,N (2.13)
avec
ξk : le facteur d'amortissement du mode k
Toutes les équations modales sont couplées. Par conséquent, la recherche numérique
de la solution devient problématique.
Cependant, dans le cas de structure faiblement amortie, l'hypothèse de diagonalité
de la matrice d'amortissement peut être émise [7]. Nous obtenons donc l'équation de
mouvement du mode i suivante :
η¨i(t) + 2.ξi.ωi.η˙i(t) + ω
2
k.ηi(t) = φ
T
i .F.u(t) + φ
T
i .E.w(t) pour i=1, ... ,N (2.14)
Cette hypothèse se justiﬁe si les conditions (2.15) du critère sont satisfaites.
2.ξi.ωi
|ωi − ωj|  1 pour {i, j} ∈ {1, ..., N} (2.15)
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Il est clair que ces conditions sont respectées si la structure possède des modes
propres distincts et des amortissements modaux faibles. C'est ce que l'on nomme l'hypo-
thèse de Basile. Nous voyons clairement l'importance d'une connaissance expérimentale
de la structure aﬁn de construire un modèle ﬁdèle et ﬁable. Pour la suite, nous considérons
que les systèmes étudiés vériﬁent le critère (2.15).
2.4 Equations d'état
2.4.1 Formulation classique
Considérons un système dynamique continu discrétisé (par une méthode "éléments
ﬁnis", par la méthode de Rayleigh-Ritz ...), à N degrés de liberté [8]. Nous notons :
q(t) = [q1(t)q2(t)...qN(t)]
t : le vecteur des coordonnées généralisées
q˙(t) = [q˙1(t)q˙2(t)...q˙N(t)]
t : le vecteur des vitesses généralisées
q¨(t) = [q¨1(t)q¨2(t)...q¨N(t)]
t : le vecteur des accélérations généralisées
u(t) = [u1(t)u2(t)...uk(t)]
t : le vecteur des forces imposées (y compris les forces de contrôle)
Ce système peut être modélisé à partir de l'équation matricielle de Lagrange suivante :
q¨(t) = f(q(t), q˙(t), u(t)) (2.16)
Remarque : La fonction matricielle f peut être non-linéaire.
A présent, nous introduisons le vecteur d'état du système :
x(t) =
(
q(t)
q˙(t)
)
(2.17)
Les équations d'état du système peuvent se mettre sous la forme suivante en consi-
dérant la perturbation extérieure w(t) nulle :
x˙(t) = a(x(t), u(t)) (2.18)
avec
a(t) =
(
q˙(t)
f(q(t), q˙(t), u(t))
)
(2.19)
Nous considérons un état d'équilibre xe(t) solution de :
a(xe(t), 0) = 0 (2.20)
Nous pouvons linéariser, autour de xe(t), les équations du système. A partir de
l'équation (2.18), nous obtenons l'équation généralisée décrivant la variation de l'état du
système autour du point d'équilibre.
x˙(t) = A.x(t) +B.u(t) (2.21)
Nous pouvons également eﬀectuer la linéarisation autour d'un point d'équilibre in-
variant par rapport au temps. Dans ce cas, les matrices A, de dimensions (2N,2N), et B, de
dimensions (2N,2L), seront à coeﬃcients constants. L'équation (2.21) est une formulation
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de base largement utilisée dans le contrôle de système linéaire.
Prenons l'exemple d'un système mécanique classique, décrit par l'équation diﬀéren-
tielle du second ordre (2.5) avec l'amortissement Ca.
Une équation d'état correspondante peut s'écrire, par exemple :
d
dt
(
q(t)
q˙(t)
)
=
[
0 Identite
−M−1.K −M−1.Ca
]
.
(
q(t)
q˙(t)
)
+
[
0
M−1.F
]
.u(t) (2.22)
Les équations diﬀérentielles fournies par la formulation en espaces d'état sont du
premier ordre. Elles sont, par conséquent, plus aisées à manipuler mathématiquement.
Pour décrire le système du point de vue de sa sortie, il est courant de lui ajouter une
seconde équation, appelée équation de sortie ou d'observation. Le système dynamique est
alors complètement déﬁni par les équations :{
x˙(t) = A.x(t) +B.u(t)
y(t) = C.x(t) +D.u(t)
(2.23)
avec 
y(t) = [y1(t)y2(t)...yr(t)]
t : le vecteur de mesure de dimension R,
C : la matrice de sortie du système, de dimensions (R,2N),
D : la matrice de "feedthrough'" du système, de dimensions (R,L),
Le système ainsi formulé (2.23) est un problème largement étudié en automatique [9].
Nous nous emploierons, par la suite, à énoncer les diﬀérentes propriétés d'une telle for-
mulation.
2.4.2 Formulation dans l'espace modal
Naturellement, nous pouvons utiliser le système obtenu par projection sur l'espace
modal et le formuler dans l'espace d'état.
Nous introduisons le vecteur d'état du système :
X(t) =
(
η(t)
η˙(t)
)
(2.24)
Remarque : Aﬁn de mieux conditionner les calculs, il est également possible d'em-
ployer le vecteur d'état du système suivant :
X(t) =
(
Ω.η(t)
η˙(t)
)
(2.25)
Ainsi, nous obtenons une matrice Amodale antisymétrique.
Nous considérons que l'hypothèse de Basile est vériﬁée et que, pour simpliﬁer les
écritures, la perturbation extérieure w(t) est nulle. Grâce à l'équation (2.14), nous obte-
nons :
d
dt
(
η(t)
η˙(t)
)
=
[
0 Identite
−Ω2 −2.ξ.Ω
]
.
(
η(t)
η˙(t)
)
+
[
0
φT .F
]
.u(t) (2.26)
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De la même manière que précédemment, nous obtenons le système dynamique com-
plet déﬁni par les équations :
X˙(t) = Amodale.X(t) +Bmodale.u(t)
y(t) = C.
[
φ 0
0 φ
]
.X(t) +D.u(t)
(2.27)
2.5 Boucle de rétroaction
Nous venons de décrire le système en boucle ouverte c'est à dire le système reliant
u(t), l'entrée, aux sorties y(t). Dans le cadre d'un contrôle en boucle fermée, u(t) est lié
à la réponse y(t) du système. Nous pouvons distinguer deux types de contrôleur :
 l'un relié à l'état complet du système, c'est le contrôle en boucle fermé sur l'état,
 l'autre relié aux sorties du système.
La seconde procédure étant celle employée expérimentalement, nous privilégions son
étude. L'entrée du système s'écrit alors :{
x˙c(t) = Ac.xc(t) +Bc.y(t)
u(t) = Cc.xc(t) +Dc.y(t)
(2.28)
avec
c : l'indice précisant l'appartenance des données au contrôleur.
Si nous injectons cette relation dans le système (2.23), nous obtenons : x˙x˙c
y
 =
 A+BDc(Identite −DDc)
−1C BCc +BDc(Identite −DDc)−1DCc
Bc(Identite −DDc)−1C Ac +Bc(Identite −DDc)−1DCc
(Identite −DDc)−1 (Identite −DDc)−1DCc
 .( x
xc
)
(2.29)
soit, en notation synthétique (
˙ˆx
y
)
=
[
Abf Bbf
Cbf Dbf
]
.xˆ (2.30)
Les relations (2.29) et (2.30) possèdent leur équivalent dans l'espace modal.
2.6 Stabilité du système d'état
Le bon fonctionnement d'un processus de contrôle actif est conditionné par la sta-
bilité comportementale du système en boucle fermée. Il est courant d'étudier les pôles du
système aﬁn d'en déterminer ses conditions de stabilité [9].
Les pôles d'un système d'état sont les valeurs propres de A en boucle ouverte et de
Abf en boucle fermée. Le système est stable si et seulement si ses pôles sont à
partie réelle négative. Par conséquent, la stabilité du système est assurée si le contrô-
leur maintient tous les pôles dans le demi-plan complexe à partie réelle négative.
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Nous savons que la matrice A est stable par déﬁnition. Par conséquent, la stabilité
d'un système dépendra des matrices B, C et des matrices du contrôleur. Cette remarque
nous amène à deux réﬂexions cruciales sur le contrôle actif de structures. D'une part, la
loi de contrôle joue naturellement un rôle essentiel dans la stabilité et l'eﬃcacité de la
stratégie de contrôle. Mais, d'autre part, les matrices B et C nous montrent l'importance
de la conception des transducteurs et de l'optimisation de leur placement sur la structure.
Ce problème est directement relié aux problèmes de contrôlabilité et d'observabilité du
système. En eﬀet, dans la pratique, si nous plaçons un capteur sur une ligne nodale, son
utilité sur la transmission d'informations concernant ce mode devient plus que douteuse.
De la même manière, si nous plaçons un actionneur sur une ligne nodale, il nous faudra
une force inﬁnie, donc irréalisable, pour interagir sur ce mode.
Par conséquent, les propriétés de contrôlabilité et d'observabilité sont fondamentales
lors de la mise en oeuvre expérimentale d'une méthode de contrôle actif sur une structure
mécanique. Elles assurent la faisabilité donc la viabilité du système ainsi contrôlé.
2.7 Observabilité et contrôlabilité
Dans le paragraphe précédent, nous avons mis l'accent sur l'importance des notions
de contrôlabilité et d'observabilité dans les systèmes contrôlés. Nous rappelons que l'ob-
servabilité mesure l'aptitude d'une conﬁguration particulière de capteurs à extraire les
informations nécessaires à l'estimation de tous les états du système. De même, la contrô-
labilité mesure l'aptitude d'une conﬁguration choisie d'actionneurs à contrôler tous les
états de la structure.
2.7.1 Observabilité
Les informations relatant le comportement vibratoire de la structure à contrôler sont,
généralement, mesurées de manière ponctuelle par une série de capteurs. Par conséquent,
le vecteur d'observation de l'équation (2.30) peut se mettre sous la forme suivante :
y(t) = [yN(z1, t), ..., yN(zq, t))]
T avec yN(zq, t) = ∑Ni=1 φi(zq).αi(t) (2.31)
où{
zq : le vecteur des coordonnées du qieme capteur, q ∈ [1, ..., Q].
αi(t) : le paramètre lié à la mesure eﬀectuée (déplacement, vitesse, accélération, ...).
Chaque mode intervient dans le vecteur d'observation au travers de la valeur de la
forme modale prise à l'emplacement du capteur. Il est donc évident que le placement des
capteur est capital.
En déﬁnitive, l'observabilité représente le lien qu'il existe entre l'état du système
et l'observation. Pour un système linéaire de dimension 2N, De Larminat [9] déﬁnit ce
concept de la façon suivante : Un système linéaire est dit observable si l'état
complet x(t0) peut être déterminé à partir des mesures y(t) eﬀectuées pour un
temps t0 ≤ t ≤ tfinal. Si le système est observable à chaque instant t, on dit
qu'il est complément observable.
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Critère d'observabilité de Kalman
Kalman nous fournit un critère reposant sur le rang de la matrice d'observabilité.
Nous nommons matrice d'observabilité la matrice suivante :
Oo =

C
C.A
...
C.A2N−1
 (2.32)
Selon le critère de Kalman, le système est observable si et seulement si la matrice
O est de rang 2N.
Ce critère est cependant diﬃcile d'utilisation. En eﬀet, il ne quantiﬁe pas l'observa-
bilité d'un système mais précise seulement si oui ou non le système est observable. De plus,
les problèmes numériques liés à la taille des matrices manipulées sont limitants. Ce sont
principalement pour ces raisons que l'utilisation de la matrice grammienne est privilégiée.
Critère d'observabilité de la matrice grammienne
Ce critère quantiﬁe la visibilité du mouvement par les capteurs. L'énergie mesurée
par l'observateur est calculée. Cette énergie est évaluée pour le système sans eﬀort imposé
sollicité par des conditions initiales le déséquilibrant. La matrice grammienne partielle
d'observabilité se déﬁnit par :
Go(t) =
∫ t
0
exp(AT .t).CT .C.exp(A.t)dt (2.33)
Go(t) est une quantité indépendante des conditions initiales choisies. Elle permet de quan-
tiﬁer l'énergie récupérée par les capteurs.
Selon le critère d'observabilité, le système est observable si et seulement si la
matrice Go(t) est inversible pour un temps t.
Plutôt que d'étudier l'inversibilité de la matrice pour mesurer la visibilité du système
complet, il est intéressant de calculer les valeurs propres de Go(t) pour pouvoir étudier la
visibilité énergétique du système étudié.
2.7.2 Contrôlabilité
Les signaux de contrôle sont appliqués de manière ponctuelle par une série d'action-
neurs. Certaines positions des actionneurs ne permettent pas de contrôler certains modes.
Par conséquent, l'étude du positionnement des actionneurs est essentielle dans la capacité
d'une structure à être contrôlée. Il a été démontré que contrôler un système nécessite de
pouvoir contrôler chacun de ces modes [10].
Pour un système linéaire de dimension 2N, la contrôlabilité est déﬁnie de la façon
suivante : Un système linéaire est dit contrôlable s'il existe une commande
continue par morceaux u(t) permettant de conduire le système de son état
initial x(t0) à n'importe quel état ﬁnal x(tf ) pour un intervalle de temps ﬁni.
Si la proposition est valable pour n'importe quel état initial x(t0), le système
est dit complétement contrôlable.
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Critère de contrôlabilité de Kalman
Comme pour le critère d'observabilité, Kalman nous fournit un critère reposant sur
le rang de la matrice de contrôlabilité. Nous nommons matrice de contrôlabilité la matrice
suivante :
Cc =
[
B, A.B, ..., A2N−1.B
] (2.34)
Selon le critère de Kalman, le système est contrôlable si et seulement si la matrice
C est de rang 2N.
De la même manière que, pour l'observabilité, le critère est diﬃcile d'utilisation. En
eﬀet, il ne quantiﬁe pas la contrôlabilité d'un système mais précise seulement si oui ou non
le système est contrôlable. Par ailleurs, les problèmes numériques pour extraire le rang de
matrices de grande taille sont importants. Ce sont principalement pour ces raisons que
l'utilisation de la matrice grammienne est privilégiée.
Critère de contrôlabilité de la matrice grammienne
La matrice grammienne partielle de contrôlabilité est déﬁnie par :
Gc(t) =
∫ t
0
exp(A.t).B.BT .exp(AT .t)dt (2.35)
Selon le critère de contrôlabilité, le système est contrôlable si et seulement si
la matrice Gc(t) est inversible pour un temps t.
Comme pour l'observabilité, il est intéressant de calculer les valeurs propres de Gc(t)
pour pouvoir étudier la visibilité énergétique du système étudié.
2.8 Stabilité et robustesse
2.8.1 Stabilité
Nous n'allons pas entrer dans les détails des théorèmes caractérisant la stabilité des
systèmes bouclés, mais simplement souligner les problèmes que suscitent ces notions.
Stabilité au sens de Lyapunov
Comme nous l'avons exprimé auparavant, la stabilité se caractérise pour les systèmes
linéaires par l'étude des valeurs propres des matrices du système bouclé (équations (2.29)
et (2.30)). Cependant, il existe d'autres méthodes d'étude comme celle de Lyapunov [9, 11].
Cette approche, très générale, est destinée à l'analyse de la stabilité de systèmes linéaires
ou non-linéaires. Elle peut aussi contribuer à la synthèse de lois de contrôle stables et
performantes. Cette analyse est basée sur la construction d'une fonction dite de Lyapunov.
Cette fonction doit constituer une mesure convenable de l'éloignement entre x, l'état du
système et l'origine du repère choisi. Plus précisément, une fonction de Lyapunov V (x, t)
est telle que : {
V (0, t) = 0
α(‖x‖) ≤ V (x, t) ≤ β(‖x‖) (2.36)
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α(.) et β(.) sont des fonctions de classe K, c'est à dire déﬁnies sur [0,+∞[, continues,
monotones non décroissantes, nulles à l'origine et indéﬁniment croissantes. L'ensemble
des fonctions quadratiques positives telles que V = xT .P.x, avec P une fonction positive,
représentent des fonctions de Lyapunov. Ainsi, si nous pouvons démontrer la décroissance
monotone de cette fonction V le long d'une trajectoire du système libre, nous prouvons
sa stabilité. Soit W la dérivée de V par rapport au temps, d'aprés la relation (2.18) cette
fonction s'écrit :
W (x, t) =
d
dt
(V (x, t)) =
n∑
i=1
∂V
∂xi
.ai(x(t), 0) +
∂V
∂t
(2.37)
Nous pouvons démontrer alors deux théorèmes :
 Si W (x, t) ≤ 0 pour tout x et t, la solution d'équilibre à l'origine, ou
solution du système (2.18) libre sans second membre, est stable au sens
de Lyapunov.
 Si W (x, t) ≤ −γ(‖x‖), où γ est une fonction de classe K, la solution d'équi-
libre à l'origine est stable asymptotiquement.
Ce type d'analyse permet de conclure quant à la stabilité du système sans étudier
en détail le comportement de chaque solution. La construction d'une fonction de Lyapu-
nov n'est systématique que pour des systèmes linéaires stables. Nous obtenons ainsi, une
méthode d'analyse simple nous informant sur la stabilité ou la non-stabilité du système.
Dans le cadre non-linéaire, l'incapacité à construire une de ces fonctions décroissantes
conduit à ne pas conclure quant à l'instabilité du système étudié.
En eﬀet, considérons la version libre de l'équation linéaire décrivant l'évolution des
variables d'état d'un système :
x˙(t) = A.x(t) (2.38)
Nous pouvons déﬁnir une fonction de Lyapunov pour la trajectoire x du système
par la relation quadratique suivante :
v(x) = xT .P.x (2.39)
P est, bien entendu, choisie symétrique, déﬁnie, positive. En utilisant la relation (2.37),
et en remarquant que V (x, t), déﬁnie par la relation (2.39), ne dépend pas explicitement
de t, nous pouvons écrire :
dV (x, t)
dt
= (
dV (x, t)
dx
)T .
dx
dt
= xT .(AT .P + P.A).x (2.40)
Posons Q telle que :
Q = −AT .P − P.A (2.41)
Cette matrice Q est symétrique. Si, de plus, elle est positive alors, d'après le premier
théorème exposé, le système est stable au sens de Lyapunov. Ainsi, pour A et P données,
nous pouvons facilement calculer la matrice Q. Réciproquement, si l'on se donne une
matrice Q symétrique, on peut toujours calculer la matrice P solution de l'équation de
Lyapunov associée (2.41). Nous pouvons alors, montrer que P et Q sont déﬁnies positives
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si et seulement si A ne possède que des valeurs propres à partie réelle négative. L'étude
des solutions de l'équation de Lyapunov en fonction de Q, caractérise donc la stabilité du
système. Nous pouvons aussi noter que la solution de l'équation (2.41) évalue également
l'intégrale suivante : ∫ +∞
0
xT (t).Q.x(t).dt = xT0 .P.x0 (2.42)
Cette relation sera très utile pour caractériser certaines propriétés des matrices de contrôle
optimal (cf chapitre méthodes de stabilisation active).
La méthode de Lyapunov peut, alors, servir à la synthèse de loi de contrôle. En
reprenant le système (2.18), nous pouvons choisir, a priori, une fonction V(x) de manière
à forcer le système à devenir stable au sens de Lyapunov. Il suﬃt, pour cela, de trouver
le retour d'état u = g(x(t)) adéquat. Nous pouvons ainsi démontrer, pour un système li-
néaire, les lois de contrôle optimales. Les diﬀérentes propriétés de la méthode de Lyapunov
sont largement développées dans la littérature [9, 12].
Approche Classique
Souvent, lors de l'élaboration d'une stratégie de contrôle, la stabilité est inhérente
à la méthode choisie et ne demande pas d'étude particulière. Cependant, la réalisation
expérimentale de contrôleurs actifs sur des structures mécaniques, demande une analyse
complémentaire de la stabilité de la stratégie envisagée. Il faudra, alors, analyser les eﬀets
de la procédure utilisée sur l'ensemble des degrés de liberté résiduels qui n'ont pas ou mal
été pris en compte dans la modélisation. Deux stratégies sont alors possibles.
La première consiste à eﬀectuer un montage où actionneurs et capteurs sont co-
localisés (situés au même endroit). Alors nous pouvons écrire, en reprenant le système
d'équations (2.23) :
C = BT (2.43)
Alors, en considérant qu'il n'existe pas de termes de feedthrough au niveau de la mesure
(D=0) dans l'équation (2.30), nous pouvons montrer que les valeurs propres de Abf sont
toutes à partie réelle négative, pour peu que le contrôleur soit bien calculé.
La seconde méthode consiste à jouer sur l'observabilité et la contrôlabilité pour
rendre, si possible, inactif le contrôle sur certains degrés de liberté. Ainsi, la réduction
du problème est eﬀectuée, à priori, et ne nécessite pas de précautions particulières. Ce
type d'analyse peut être eﬀectué pour des systèmes linéaires ou non-linéaires à travers
une méthode de Lyapunov.
Cependant, lorsque tout est dimensionné parfaitement, il peut y avoir des modiﬁca-
tions de certains paramètres au cours du temps. La sensibilité de la stabilité en fonction
de ces variations représente la robustesse de la méthode de contrôle. En fait, le principal
problème de la réalisation industrielle de systèmes mécaniques avec contrôle actif, réside
dans la gestion de cette inconnue. Il convient, pour résoudre cette diﬃculté, d'une part
de calculer la sensibilité de la méthode par rapport à ces variations (l'eﬃcacité robuste)
et, d'autre part, de cibler et de conﬁner les risques (la stabilité robuste).
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2.8.2 Robustesse
Que le modèle d'un système soit obtenu par une des techniques de représentation
présentée ou suite à une phase d'identiﬁcation expérimentale, il subsiste, en général, un
écart plus ou moins important entre le système physique et le modèle :
 soit parce qu'il existe diverses non-linéarités qui n'ont pu être prises en compte dans
la modélisation,
 soit parce la dynamique des capteurs et actionneurs, ou celle du système mécanique
lui-même, n'a pu être complètement mesurée ou exprimée, notamment à très basse
ou à haute fréquence,
 soit, enﬁn, parce que, même sur la plage de fréquences où les modes sont convena-
blement modélisés, certaines singularités telles que les zéros de transmission ne sont
pas correctement restituées.
La commande de tout système ﬂexible doit donc nécessairement être robuste vis-
à-vis des erreurs de modélisation, le niveau de performance atteint en boucle fermée
dépendant de la capacité à décrire ces incertitudes et à les prendre en compte au mieux
dans la synthèse.
Spéciﬁcations conﬁnant les performances du contrôle
Nous considérons G, la fonction du transfert d'un système en boucle ouverte, et
H, la fonction de transfert du contrôleur. La fonction de transfert en boucle ouverte du
système global est GH (cf ﬁgure 2.1).
Système à contrôler
                 G
u(t)
y(t)Perturbations
Compensateur
             H
-
+
Fig. 2.1  Boucle de rétroaction étudiée.
L'objectif général d'une boucle de contrôle par rétroaction (feedback) est de réduire
la sensibilité aux paramètres extérieures, l'erreur de traînage (précision du système) et les
perturbations en basses fréquences (ω < ω1). Ces performances sont à atteindre avec un
signal de capteur contaminé par un bruit hautes fréquences (ω > ω2) (cf ﬁgure 2.2).
La contrainte de conception du contrôle peut être mise sous la forme suivante :
|1 +GH(ω)| ≥ ps(ω) avec ω ≤ ω1 (2.44)
où
ps(ω) : une fonction positive de performance.
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ω1 ω2
ps(ω)
GH
Erreur statique
Bruit du capteur
Fig. 2.2  Spéciﬁcations d'une boucle de rétroaction [9].
ps(ω) est déﬁnie sur la bande de fréquences où la précision et le rejet des perturba-
tions en basses fréquences sont eﬀectifs. Nous avons également
|GH(ω)|  1 avec ω > ω2 (2.45)
où ω2 est la fréquence au delà de laquelle le bruit du capteur devient prépondérant et noie
le signal contenant l'information.
Bien sûr, en complément, le système en boucle fermée doit être stable. Ainsi, les
valeurs minimales pour les marges de gain (MG) et de phase (MP ) doivent être également
spéciﬁées. La marge de gain est la valeur par laquelle le gain doit être augmenté pour at-
teindre |HG| = 1 (cf ﬁgure 2.3). La marge de phase, quant à elle, est la valeur par laquelle
la phase de la fonction de transfert en boucle ouverte excéde −pi lorsque |HG(ωc) = 1|
(cf ﬁgure 2.4). ωc est appelée pulsation de coupure.
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W(rad/s)
W(rad/s)
-180 °
Arg(GH) 0
0
20.Log GH
Marge de gain
Fig. 2.3  Déﬁnition de la marge de gain.
W(r	ad/s)
W(rad/s)
-180 °
Arg(GH) 0
0
20.Log GH
Marge de phase
Fig. 2.4  Déﬁnition de la marge de phase.
Incertitude non-structurée et incertitude paramètrique
Les imperfections des techniques de modélisation et l'impossibilité de conserver des
modèles d'ordre élevé conduisent à deux types d'incertitudes distincts : l'incertitude struc-
turée ou paramétrique et l'incertitude non-structurée.
Dans le premier cas, l'incertitude sur le système physique est connue pour aﬀec-
ter des paramètres physiques spéciﬁques comme, par exemple, les fréquences propres ou
l'amortissement. Elle concerne donc directement la partie modélisée de la dynamique du
système. Par conséquent, ces incertitudes apparaissent directement dans la bande pas-
sante où nous eﬀectuons l'étude. Pour être prises en compte dans l'élaboration d'une loi
de contrôle, ces perturbations paramétriques doivent apparaître dans le modèle de ma-
nière explicite. Si nous reprenons la modélisation (2.23) sous forme de matrices d'état, les
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matrices s'expriment de la manière suivante :[
A B
C D
]
=
[
Anominal Bnominal
Cnominal Dnominal
]
+
[
∆A ∆B
∆C ∆D
]
(2.46)
Dans le second cas, l'incertitude sera liée à l'existence d'une dynamique, générale-
ment hautes fréquences, non représentée dans le modèle, qui conduit au risque de spill-
over. Cette incertitude est caractérisée par une borne supérieure sur la norme de la dif-
férence entre la fonction de transfert du système réel G′(ω) et son modèle G(ω). Nous
pouvons écrire cette incertitude sous une forme additive
G′(ω) = G(ω) + ∆G(ω) avec |∆G(ω)| < la(ω) (2.47)
Mais, il est plus courant de considérer cette incertitude comme multiplicative au
modèle :
G′(ω) = G(ω).[1 + L(ω)] avec |L(ω)| < lm(ω) (2.48)
où lm(ω) est une fonction positive déﬁnissant la borne supérieure de l'incertitude multipli-
cative. Habituellement, lm(ω) est considérée trés petite en basses fréquences (lm(ω) 1)
car le modèle est précis dans cette gamme. lm(ω) devient très grande (lm(ω)  1) en
hautes fréquences à cause de la non prise en compte de la dynamique du système. Parce
que lm(ω) déﬁnit seulement l'amplitude de l'incertitude, elle peut être associée à une dis-
tribution de phase. De plus, elle déﬁnit clairement la plus mauvaise situation possible.
Evaluer lm(ω) n'est pas une tâche simple. Pour des structures ﬂexibles de grandes dimen-
sions, les modes non modélisés peuvent être utilisés pour évaluer l'incertitude associée.
Performances robustes et stabilité robuste
La stabilité du système sera garantie en présence d'incertitudes si la distance d'in-
stabilité |1 + GH| est toujours plus grande que l'incertitude ∆GH (cf ﬁgure 2.5). La
condition de robustesse de la stabilité est alors
|1 +GH| ≥ |GH|.lm(ω)⇐⇒ 1
lm(ω)
≥ |GH||1 +GH| (2.49)
Normalement, cette condition ne sera jamais violée en basses fréquences où l'in-
certitude est faible et le gain de la boucle grand. En hautes fréquences, nous pouvons
écrire :
|GH|
|1 +GH| ∼ |GH| (2.50)
Par conséquent, l'équation (2.49) se réduit à
1
lm(ω)
≥ |GH| (2.51)
Cette condition exprime la stabilité du gain. Elle n'est pas conservative si la phase est
totalement inconnue. Multiplions la relation (2.49) par |GH|−1 pour obtenir la condition
de stabilité modiﬁée :
|1 + (GH)−1| ≥ lm(ω) (2.52)
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Système initial
Système perturbé
-1
GH
DGH
1+GH
Cercle d'incertitude
Im(GH)
Re(GH)
Fig. 2.5  Diagramme de Nyquist des systèmes nominal et perturbé.
Maintenant, si nous voulons réaliser les performances avec le système perturbé, l'équa-
tion doit être remplacée par
|1 + (1 + L).GH(ω)| ≥ ps(ω) (2.53)
Cette équation sera satisfaite si
|1 + (1− lm(ω)).GH(ω)| ≥ ps(ω). (2.54)
Par conséquent, une condition suﬃsante est donc
GH(ω) ≥ ps(ω)
1− lm(ω) . (2.55)
Les conditions de conception sur |GH| sont données ﬁgure 2.6. La zone grisée en
basses fréquences est écartée pour la performance robuste et celle en hautes fréquences
pour la stabilité robuste.
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ω1
ω2
GH
Performance robuste et
 rejet de la perturbation
Bruit du capteur
1/lm(ω)
Robustesse de stabilité et
  rejet du bruit du capteur
Fig. 2.6  Conditions de conception sur |GH|.
2.9 Phénomène de spill-over
Nous l'avons souligné précédemment, la mise en place d'une représentation numé-
rique du contrôle demande la réduction du nombre de degrés de liberté du modèle. Cette
troncature doit s'eﬀectuer à un rang suﬃsamment élevé pour décrire les phénomènes étu-
diés sans trop de perte d'informations. Les systèmes de contrôle actif sont généralement
employés pour réduire les vibrations, sur une plage de fréquences donnée. Par conséquent,
le nombre de modes à prendre en compte se détermine naturellement.
Nous parlons de modes contrôlés pour les modes représentés dans le modèle et de
modes résiduels pour ceux non représentés dans la modélisation adoptée pour le contrô-
leur. Le modèle tronqué n'étant plus totalement représentatif du système réel, il existe un
risque d'instabilité dû à certains eﬀets du contrôle sur les modes résiduels. Ce phénomène
d'apparition d'instabilité sur des modes a priori non aﬀectés par le contrôle, est connu
sous le nom de contamination ou spill-over [13, 14].
Dans le cas, par exemple, d'un contrôle modal où un certain nombre de modes sont
contrôlés, le système peut se mettre sous la forme décrite sur la ﬁgure 2.7, où l'indice r
est lié aux modes résiduels, l'indice c est lié aux aux modes contrôlés et x représente le
vecteur d'état modal.
Deux phénomènes dus aux eﬀets de contamination peuvent apparaître :
 les modes résiduels peuvent être excités par le contrôle (le spill-over de contrôle),
 les signaux des capteurs incluent les réponses des modes résiduels dans leur mesure
( le spill-over d'observation).
Les eﬀets de spill-over se caractérisent alors par deux types de couplages résiduels
diﬀérents :
 Le couplage entre les modes contrôlés et les modes résiduels. Nous soulignons que
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Bc
Br
Ac
Ar
Cc
Cr
Modes contrôlés
xc(t)
xr(t)
Modes résiduels
Actionneurs Capteurs
y(t)
Contrôleur
Sorties du système
Contrôle
u(t)
Fig. 2.7  Mécanisme du phénomène de spill-over
deux aspects de ces couplages peuvent être séparés au niveau de l'optimisation : le
spill-over d'observation et le spill-over de contrôle.
 Le second eﬀet induit un contrôle résiduel en boucle fermée sur les modes résiduels
[4]. Ce phénomène provient du couplage entre le spill-over d'observation et celui de
contrôle. Cet eﬀet est à la source des problèmes d'instabilité perturbant le contrôle.
La dynamique d'un système, avec une rétroaction sur son état, s'écrit, en boucle
ouverte, sous la forme suivante :
x˙c(t) = Ac.xc(t) +Bc.u(t)
x˙r(t) = Ar.xr(t) +Br.u(t)
y(t) = Cc.xc(t) + Cr.xr(t) +D.u(t)
(2.56)
Une parfaite connaissance des modes contrôlés est supposée. L'observateur d'état
complet (ou observateur de Luenberger) est le suivant
˙ˆxc(t) = Ac.xˆc(t) +Bc.u(t) +Kc.(y(t)− Cc.xˆc(t)) (2.57)
(y(t)−Cc.xˆc(t)) est la diﬀérence entre la sortie du capteur et la sortie théorique pré-vue. La matrice de gain Kc est choisie aﬁn que l'erreur entre l'état réel du système, xc(t),
et l'état reconstruit, xˆc(t), converge vers 0.
La boucle de rétroaction d'état s'écrit :
u(t) = −Gc.xˆc(t) (2.58)
Les interactions entre le système de contrôle et les modes résiduels peuvent être
analysées en considérant le système formé par les variables d'état (xc(t) ec(t) xr(t))T où
ec(t) = xc(t)− xˆc(t). L'équation de comportement s'écrit : x˙c(t)e˙c(t)
x˙r(t)
 =
 Ac −Bc.Gc Bc.Gc 00 Ac −Kc.Gc −Kc.Cr
−Br.Gc Br.Gc Ar
 (2.59)
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L'équation (2.59) est le point de départ pour l'analyse du Spill-Over. Les termes
prépondérants sont Kc.Cr et Br.Gc. Ils résultent de la sortie du capteur et de la boucle
de rétroaction. La sortie du capteur est contaminée par les modes résiduels via le terme
Cr.xr(t) (le spill-over d'observation). Le contrôle, quant à lui, excite les modes résiduels
via la matrice Br.u(t) (le spill-over de contrôle). La relation (2.59) montre que si Cr = 0
ou Br = 0 alors les valeurs propres du système restent découplées. Il n'y a donc pas d'eﬀet
d'instabilité constaté. En revanche, si Cr 6= 0 et Br 6= 0 c'est à dire si nous avons en même
temps un spill-over d'observation et de contrôle, les valeurs propres du système se décalent
de leur lieu de découplage. L'amplitude du changement du décalage dépend des termes
de couplage Kc.Cr et Br.Gc. Comme la marge de stabilité des modes résiduels est faible
[14], même un petit décalage provoque l'instabilité. C'est ce que l'on nomme l'instabilité
de Spill-Over. Il est à noter que tous les modes résiduels ne sont pas susceptibles de pro-
voquer cette instabilité. Seuls les modes qui sont observables, contrôlables et proches de
la bande de fréquences du contrôleur sont concernés.
Le risque de spill-over demande à être évalué et réduit autant que possible. Une opti-
misation des actionneurs et des capteurs a pour objectif de ne pas solliciter les modes rési-
duels, tout en observant au mieux les modes contrôlés. Elle passe par le dimensionnement
et le positionnement de ces transducteurs. Nous tentons alors de réduire les coeﬃcients
des matrices Br et Cr. Cette optimisation représente une étape essentielle dans la mise en
oeuvre expérimentale du contrôle actif d'une structure. Le phénomène de spill-over est à
l'origine de la plupart des échecs de contrôle de structures continues. La mise en oeuvre
de la troncature modale doit donc s'eﬀectuer avec précaution.
2.10 Conclusion
Au cours de ce chapitre, nous avons pu constater que la modélisation numérique
d'un système en vue de concevoir une structure active requiert l'introduction de no-
tions complexes telles que l'observation, la commande et l'activation. L'étude des lois
mathématiques de contrôle en fonction de critères propres à chaque domaine d'applica-
tion et surtout des réseaux de transducteurs est impérativement requise. En eﬀet, la loi de
contrôle ne conditionne ﬁnalement que partiellement les performances obtenues. La qua-
lité du dimensionnement et du positionnement des capteurs et des actionneurs employés
est fondamentale.
Nous voulons utiliser, comme transducteurs de contrôle, des matériaux piézoélec-
triques, sous forme minces ou massives. Il est donc nécessaire de comprendre les méca-
nismes physiques qui régissent le comportement de ces matériaux et les diﬀérentes modéli-
sations employées pour le représenter. Par ailleurs, dans le cas des couches piézoélectriques
minces,une attention particulière est à apporter à la phase d'usinage des dispositifs. Elle
constitue, en eﬀet, un des points cruciaux de leur niveau d'eﬃcacité.
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Chapitre 3
Piézoélectricité : mécanismes,
modélisations et dépositions
3.1 Déﬁnition
Le phénomène de piézoélectricité consiste en l'apparition ou la variation d'une pola-
risation à la surface de certains matériaux diélectriques anisotropes lorsqu'ils sont déformés
sous l'inﬂuence d'une contrainte mécanique judicieusement appliquée. Cet eﬀet est appelé
eﬀet piézoélectrique direct. Cette propriété est donc un phénomène intrinséque à certains
types de cristaux naturels comme le quartz ou la tourmaline, ou de matériaux artiﬁciels
comme le sulfate de lithium ou les céramiques traitées. L'eﬀet piézoélectrique est réver-
sible. Soumis à un champ électrique de direction convenablement choisie, ces matériaux
se déforment. C'est ce que l'on nomme l'eﬀet piézoélectrique inverse.
3.2 Historique
Bien que les premières observations qualitatives de cette propriété aient été faites
par l'abbé René Just Haüy en 1817, la piézoélectricité a été véritablement mise en évi-
dence à Paris en 1880 par Pierre et Jacques Curie sur le quartz. Ces derniers ont apporté
à la fois une preuve expérimentale du phénomène et une théorie élaborée. Ils relièrent
l'eﬀet pièzoélectrique à la géométrie atomique des cristaux et énonçèrent ses principales
lois. Immédiatement, l'attention de plusieurs scientiﬁques se focalisa sur cette propriété.
Nous pouvons citer Gabriel Lippmann, Wilhelm Gottlied Hankel, William Thomson (lord
Kelvin) et surtout Woldemar Voigt. Celui-ci mena les premiers développements mathé-
matiques de la piézoélectricité. Il y fait apparaître la théorie de l'élasticité des matériaux.
A la ﬁn du XIXe siècle, la théorie de la piézoélectricité est presque complètement éta-
blie. Mais, à cette époque, elle n'est qu'une curiosité de laboratoire. Il faudra attendre la
guerre de 1914-1918 pour la voir entrer dans la voie des applications industrielles. Paul
Langevin eut l'idée d'exciter des lames de quartz par un signal électrique alternatif pour
créer des ultrasons. Ceux-ci, réﬂéchis sur la coque des sous-marins ennemis, sont captés
par d'autres cristaux piézoélectriques et font naître des tensions électriques alternatives
faciles à détecter. Le sonar est né ainsi que la première utilisation conjuguée des eﬀets
piézoélectriques, direct et inverse. Walter Cady développera un peu plus tard les premiers
oscillateurs radioélectriques stabilisés par un cristal de quartz. Il établit son schéma élec-
trique équivalent. Dés lors, la piézoélectricité est associée à l'électronique naissante. Le
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nom de Cady sera repris, par la suite, pour désigner un prix remis chaque année à une
personnalité majeure de la piézoélectricité. C'est au cours de la seconde guerre mondiale
que se développe l'industrie moderne de la piézoélectricité. Cinquante millions de réso-
nateurs piézoélectriques à quartz sont alors fabriqués aux Etats-Unis. Sensiblement à la
même époque, des cristaux synthétiques, ou céramiques, sont étudiés. Ils sont rendus ani-
sotropes par application d'un champ électrique au cours de leur élaboration et présentent
ensuite un eﬀet piézoélectrique intense. Cette découverte donna lieu, ensuite, à de vastes
recherches menant notamment à l'élaboration par frittage d'un mélange de Plomb, de
Zirconium et de Titane plus connu sous le sigle PZT.
3.3 Mécanismes de la piézoélectricité
Les principes de symétrie de Curie (qui ont été justement formulés à propos de la pié-
zoélectricité) montrent que la matière doit présenter une certaine dissymétrie intrinsèque
pour que le phénomène puisse exister. Dans tout diélectrique, l'application d'un champ
électrique entraîne un déplacement des charges liées à partir de leur position d'équilibre ;
l'apparition ou la modiﬁcation des moments dipolaires qui en résulte s'accompagne d'une
variation des dimensions géométriques. Si la conﬁguration cristalline du diélectrique pré-
sente un centre de symétrie, le phénomène est quadratique, proportionnel au carré du
champ. Il s'agit le plus souvent d'une contraction, désignée par le terme d'électrostriction.
Ainsi, un morceau de matière présentant un centre de symétrie ne peut-être piézoélec-
trique, ce qui exclut les gaz ainsi que les liquides ou solides isotropes.
Si la conﬁguration cristalline est dépourvue de centre de symétrie, l'eﬀet géométrique
est du premier degré : c'est l'eﬀet piézoélectrique inverse, d'amplitude très supérieure à
celle de l'électrostriction. Dans la plupart des cas, une polarisation à l'échelle macrosco-
pique existe souvent dans le matériau. Il est alors dénommé polaire. Cette polarisation est
susceptible de varier non seulement sous l'eﬀet d'une contrainte (piézoélectricité directe),
mais aussi par suite de changements de température, donnant naissance à l'eﬀet pyroélec-
trique. Tout corps pyroélectrique est donc piézoélectrique, mais la réciproque n'est pas
vraie car la pyroélectricité exige la présence préalable d'une polarisation macroscopique.
Dans certains matériaux pyroélectriques, la polarisation élémentaire peut s'inverser
sous l'action d'un champ électrique appliqué ; ce sont les corps ferromagnétiques. Le tita-
nate de baryum en est un exemple.
En résumé, les cristaux, selon leurs éléments de symétrie et leurs propriétés phy-
siques, peuvent être classés comme ci-dessous :
3.3.1 Cas classique du quartz
Un modéle classique mettant en évidence le mécanisme de la piézoélectricité est
fourni par le quartz. Forme cristalline de la silice (SiO2), le quartz appartient au systéme
rhomboédrique (cf ﬁgure 3.1).
Pour schématiser la structure de l'édiﬁce cristallin, on peut représenter la projection
sur un plan perpendiculaire à l'axe −→Z des trois molécules de SiO2 qui constituent une
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- 10 classes non pyroélectriques
- 21 classes non centrosymétriques
dont 20 sont piézoélectriques - 10 classes pyroélectriques
32 classes (dont les ferroélectriques)
cristallines
- 11 classes à centre de symétrie
Tab. 3.1  Classement des cristaux par éléments de symétrie et par propriétés physiques [1].
z
x
yαβ
γ
Fig. 3.1  Maille cristalline de type rhomboédrique avec x = y = z et α = β = 90◦, γ = 120◦
maille élémentaire. Les atomes d'oxygéne y sont regroupés par deux faisant ainsi appa-
raître la forme hexagonale caractéristique du système cristallin.
Si4+
O2-
+ +
+
-
- -
F
F
+ +
+
-
- -
Electrodes
+
-
a)
b)
Y
X
Si4+
O2-
Fig. 3.2  Schéma de la projection d'une maille élémentaire de quartz suivant l'axe −→Z : a) en
l'absence de contrainte, b) dans le cas d'une compression mécanique selon l'axe
−→
X .
En l'absence de contraintes, les barycentres des charges positives et négatives des
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molécules coïncident : le moment dipolaire résultant est nul. Si l'on exerce une force de
compression −→F suivant l'axe −→X , la structure se déforme : une contraction suivant −→X
et un allongement suivant −→Y . Les barycentres ne coïncident plus. Il apparaît un moment
dipolaire et donc des charges électriques superﬁcielles : c'est l'eﬀet piézoélectrique direct(cf
ﬁgure 3.2).
3.3.2 Les céramiques piézoélectriques
Mis à part le quartz, dont l'intérêt réside dans sa stabilité et sa raideur, les cristaux
piézoélectriques ont été remplacés dans leurs diﬀérentes applications par des céramiques
de fabrication plus facile et donc de coût moindre.
Les céramiques sont formées par agrégats de microcristaux piézoélectriques, en géné-
ral ferroélectriques. Aucun eﬀet piézoélectrique global n'y apparaît spontanément à cause
de la diversité des orientations des microcristaux d'une part et des domaines de polari-
sation d'autre part. Une formation du matériau sous champ électrique, destinée à aligner
la polarisation des domaines, est donc nécessaire pour faire apparaître une orientation
privilégiée et, par conséquent, une piézoélectricité macroscopique.
On distingue trois modes de vibration fondamentaux dans une céramique piézo-
électrique : le mode longitudinal, le mode transversal et les modes de cisaillement. La
nature et l'eﬃcacité de ces modes dépendent des dimensions de l'échantillon considéré
mais également de la direction de polarisation −→P et du champ électrique −→E appliqué à la
surface du matériau. Il est ainsi possible de privilégier un mode de vibration donné par
un choix convenable de ces grandeurs. La ﬁgure 3.3 présente ces modes fondamentaux et
les conditions d'excitation nécessaires à leur obtention.
Mode longitudinal Mode transversal Mode de cisaillement
Electrode d'alimentation
V
V
V
Sens du champ de polarisation P
Fig. 3.3  Modes de vibrations d'une céramique piézoélectrique
Les céramiques présentent plusieurs avantages :
 des modules piézoélectriques élevés (sensibilité),
 une forte permittivité diélectrique d'où une valeur élevée de la capacité du capteur
ou actionneur et par suite une moindre inﬂuence des capacités parasites,
 une possibilité d'usinage ou de moulage dans des formes diverses,
 une direction de l'axe privilégié ﬁxée selon les besoins,
 une robustesse mécanique,
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 une température de Curie ajustable selon la composition. Il s'agit d'une tempéra-
ture à partir de laquelle la polarisation de la céramique se relâche (équivalent à une
température de recuit).
Leurs principaux inconvénients sont d'ordre thermique :
 des coeﬃcients pyroélectriques importants,
 une variation thermique des modules piézoélectriques et des permittivités diélec-
triques,
 un hystérésis de température, c'est-à-dire une inﬂuence des antécédents thermiques
sur les caractéristiques actuelles ; l'hystérésis en température est notablement atté-
nuée par un vieillisement artiﬁciel.
La piézoelectricité joue un rôle capital dans la conversion de signaux mécaniques en
signaux électriques et inversement. Les cristaux piézoélectriques peuvent être employés
comme oscillateurs mécaniques de fréquence élevée, l'énergie leur étant fournie par une
tension synchrone. Les sources de fréquence stable sont indispensables à tous les systèmes
actuels de télécommunication, les générateurs d'ultrasons... Il est également possible de
constituer toutes sortes de capteurs et d'actionneurs. Ils constituent quelques exemples
des nombreuses applications de la piézoélectricité.
3.4 Applications
Les applications de la piézoélectricité [13] sont de deux types : les unes sont statiques
ou apériodiques, c'est-à-dire qu'elles ne font pas appel à la résonance mécanique des
composants piézoélectriques utilisés (mesure des pressions électro-acoustiques, mesure de
forces statiques, ...) ; les autres font, au contraire, appel à cette résonance (génération ou
ﬁltrage des fréquences, génération d'ultrasons,...).
3.4.1 Mesure de pression, de force et Génération de déplacement,
d'eﬀort
Par l'utilisation de l'eﬀet direct ou/et de l'eﬀet indirect de la piezoélectricité, il est
possible de concevoir des actionneurs et des capteurs capables de générer et de mesurer
de grands eﬀorts ou des déplacements d'une grande précision.
La mesure des pressions et des forces est l'application la plus évidente de l'eﬀet direct
piézoélectrique. Les corps piézoélectriques permettent des mesures de chocs, des mesures
d'accélération ou de variations de pression. En eﬀet, l'emploi de lames piézoélectriques
dans certaines mesures permet de constituer des accéléromètres [4, 5] ou des gyroscopes
[6]. De tels capteurs, petits, légers et robustes, ont de plus une fréquence de résonance
propre élevée. Ils rendent possibles la détection et la mesure à large bande des accéléra-
tions (mobiles divers, engins, projectiles) et des vibrations de structures mécaniques.
Le premier eﬀet employé dans la plupart des applications produits industriellement
est l'eﬀet longitudinal d33. Il permet notamment de concevoir des moteurs à déplacement
linéaire et des pistons de micropositionnement [7]. Une simple poutre avec un patch piezo-
électrique peut être employée dans les appareils de microscopie à force atomique [8](ATM :
56 Piézoélectricité : mécanismes, modélisations et dépositions
Atomic Force Microscopy) pour la mesure de position de l'extrémité sensible. Le second
eﬀet utilisé est l'eﬀet transversal d31. Une poutre faite de deux ﬁlms piezoelectriques uni-
axiaux avec des polarités opposées permet d'obtenir un actionneur/capteur en ﬂexion.
Ce type de dispositif peut être utilisé pour l'actionnement ou la mesure de déformation
[9, 10]. Le troisième eﬀet est l'eﬀet de cisaillement produit par le coeﬃcient d15. Le coef-
ﬁcient d15 est intéressant à utiliser car sa valeur est très supérieure aux autres. Il conduit
à la conception d'actionneur par torsion à grands eﬀorts [11]. Un autre exemple d'ap-
plication de cet eﬀet est proposé par A. Benjeddou [12, 13]. L'architecture du dispositif
consiste en une poutre sandwich où le coeur est remplacé par un matériau piézoélectrique.
Le champ électrique est appliqué perpendiculairement à la direction de polarisation ce qui
induit une déformation de cisaillement transverse.
Des détecteurs de gaz peuvent également être conçus en utilisant le principe des
cavités résonantes. En eﬀet, la fréquence de résonance perçue par le capteur dépend de la
vitesse du son au travers du gaz dans la cavité [14].
3.4.2 Applications électro-acoustiques
Les têtes de lecture des Disk Compact ont constitué un débouché important pour
les céramiques piézoélectriques. Celles-ci permettent la réalisation de capteurs sensibles et
possédant une fréquence de résonance mécanique propre élevée, ce qui est indispensable à
la reproduction ﬁdèle des enregistrements. Les céramiques utilisées doivent être insensibles
aux variations des conditions atmosphériques ambiantes. Des microphones et des hauts
parleurs audio [15] constitués de matériaux piézoélectriques sont également employés.
3.4.3 Génération et réception de sons ou d'ultrasons
La génération et la réception de sons ou d'ultrasons font en général appel à la
résonance du composant piézoélectrique utilisé, aﬁn d'obtenir un bon rendement électroa-
coustique. Des pastilles de céramique piézoélectrique sont utilisées comme générateurs de
sons (réveils, montres à quartz, signaux sonores de faible intensité). Les ultrasons produits
par les céramiques sont en général situés dans la gamme de fréquences allant de 10 kHz
à 1 GHz. Les fréquences atteignant 100 kHz sont utilisées dans les cuves de nettoyage.
Le choix de la fréquence dépend du liquide nettoyant et de la nature des impuretés à
éliminer. L'utilisation sous-marine des ultrasons répond à deux besoins : transmission et
génération de signaux (téléphone sous-marin) et détection de corps (sonar). La fréquence
choisie est fonction de ce que l'on cherche, banc de poissons ou sous-marin, et des condi-
tions de propagation. Des transducteurs ultrasonores sont également très connus pour
leurs applications dans l'imagerie médicale [16, 17]. Une onde ultrasonore est produite
par un émetteur. Les intensités des ondes réﬂéchies par les diﬀérents organes du corps à
diverses fréquences sont mesurées par un capteur en fonction du temps.
3.4.4 Applications radioélectriques
Les applications radioélectriques sont, peut-être, les plus importantes. Toutes se
réfèrent à la fréquence de résonance du composant piézoélectrique utilisé : en général, c'est
la stabilité de cette fréquence qui constitue le paramètre important. Aussi, pratiquement,
seul le quartz, le plus stable des matériaux piézoélectriques connus, est employé. Quelques
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réalisations de ﬁltres de fréquence utilisant les céramiques ont cependant vu le jour. Elles
sont réservées aux usages dits "grand public" où la qualité des performances est moins
essentielle que le prix.
3.4.5 Équivalent électrique du résonateur piézoélectrique
Les électroniciens ont continué d'appeler "quartz" non pas le matériau naturel ou
synthétique, mais le composant qui en est tiré, dont la coupe et les dimensions déﬁnissent
une fréquence précise. La transformation des signaux électriques en signaux mécaniques et
vice versa disparaît pour ces électroniciens devant l'intérêt du schéma électrique équivalent
du "quartz" directement utilisable dans l'élaboration de schémas radio-électriques.
L1 C1 R1
C0
Fig. 3.4  Schéma électrique équivalent d'un résonateur piéozélectrique
Ce schéma électrique équivalent comporte deux branches parallèles, formant un
dipôle (cf ﬁgure 3.4). La première branche possède, en série, une inductance L1 (self mo-
tionnelle), un condensateur C1 et une résistance R1 (résistance série). La seconde branche
est constituée par un simple condensateur C0, représentant la capacité statique inter-
électrodes du "quartz". Aux basses et aux hautes fréquences, ce dipôle est pratiquement
équivalent, du point de vue de l'impédance, à la capacité C0. Au voisinage de la réso-
nance mécanique, cette impédance prend d'abord une valeur purement ohmique faible
(R1), devient selﬁque, redevient purement ohmique mais de valeur élevée, puis rejoint le
comportement de C0. Les deux fréquences pour lesquelles l'impédance est ohmique sont
dites fréquence de résonance-série (impédance minimale) et fréquence d'antirésonance ou
de résonance parallèle (impédance maximale). Les "quartz" résonant à basses fréquences
(quelques kHz) ont des selfs équivalant à quelques milliers de henrys et des résistances
série de quelques centaines de milliers d'ohms. Aux hautes fréquences (quelques MHz),
ces valeurs sont respectivement de quelques millihenrys et de quelques ohms. Le facteur
de qualité (Q) d'un "quartz" est usuellement compris entre 50000 et 500000. Il dépasse
2500000 pour certains types de "quartz" de haute qualité.
3.4.6 Générateurs de fréquences
Les générateurs de fréquences sont également appelés oscillateurs à "quartz", pilotes
à "quartz", étalons secondaires ou standards de fréquences, suivant leur classe de stabi-
lité. Ils sont constitués avant tout d'un "quartz" , dont la fréquence de résonance-série
est déﬁnie avec précision, et d'un dispositif électronique d'entretien. Celui-ci est, dans de
nombreux cas, assimilable à un ampliﬁcateur non déphaseur. Le "quartz" est connecté
entre la sortie et l'entrée de cet ampliﬁcateur. Le "quartz" lui-même n'a pas une stabilité
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absolue : ses paramètres équivalents, donc sa fréquence, varient en fonction de la tempéra-
ture (dérive thermique) et du temps. Les oscillateurs à "quartz" sont fréquemment inclus
dans des enceintes thermostatiques. C'est ainsi que des stabilités de quelque 106 par jour
peuvent être obtenues. Elles ne sont surpassées que par celles des horloges atomiques.
Les oscillateurs, ou pilotes à "quartz", sont désormais des éléments indispensables aux
télécommunications. Tous les émetteurs de radiodiﬀusion ou de télévision en possèdent,
ainsi que tous les postes portables émetteurs-récepteurs. Depuis 1970, le "quartz" équipe
la grande majorité des montres qui utilisent un résonateur à basses fréquences oscillant
en ﬂexion.
3.4.7 Filtres à "quartz"
Un ﬁltre de fréquences est un quadripôle passif comportant en général des induc-
tances et des capacités et qui a la propriété de laisser passer une certaine bande de
fréquences et d'arrêter les autres. Cette propriété s'exprime par une "courbe de réponse"
reliant la fréquence à l'atténuation. Les performances sont d'autant meilleures que le
nombre de composants élémentaires est plus important. Les "quartz" présentent, en un
seul composant, l'équivalent d'une inductance, de deux capacités et d'une résistance. Ils
permettent donc la réalisation, dans un encombrement limité, de ﬁltres aux performances
particulièrement élevées. De plus, leur stabilité, beaucoup plus importante que celle de
tout autre composant électronique, donne à ces ﬁltres à "quartz" une qualité irrempla-
çable. Ces ﬁltres ont constitué l'un des principaux débouchés de l'industrie du "quartz".
Ils équipent tous les émetteurs-récepteurs à usage civil et militaire et de nombreux appa-
reillages de mesure industriels et scientiﬁques.
3.4.8 Lignes de retard
Une ligne de retard est un composant permettant de créer un léger retard temporel
aﬁn de favoriser une autre action. De nombreux types de lignes de retard utilisent des
vitesses de propagation d'ordre acoustique dans les solides (métaux-quartz fondus). À
l'entrée et à la sortie de ces lignes de retard, sont placés respectivement un émetteur et
un récepteur piézoélectriques [18].
3.5 Principaux matériaux piézoélectriques déposés en
couches minces
3.5.1 L'oxyde de zinc (ZnO)
Le premier ﬁlm de ZnO est réalisé par pulvérisation en 1965. En 1976, il est employé
dans la réalisation de lignes de retard pour la télévision [18]. Il s'agit de la première
utilisation commerciale d'un matériau piézoélectrique en couches minces. Le ZnO fut
particulièrement apprécié pour ses propriétés piézoélectriques relativement importantes
par rapport aux matériaux piézoélectriques non céramiques classiques et sa facilité à être
gravé. Notons deux de ses plus grands avantages :
 nous avons la possibilité de cibler les zones où doivent être déposées les couches
minces,
 la phase de polarisation est inutile puisqu'à la suite de la phase de déposition le ZnO
se trouve déjà polarisé.
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3.5.2 Le Nitrure d'Aluminium (AlN)
L'AlN possède des propriétés piézoélectriques moins bonnes que le ZnO. Cepen-
dant, il présente une limite mécanique et une résistance contre les acides beaucoup plus
importante. Ceci constitue un inconvénient indéniable lors de la phase de gravure mais
un avantage certain pour le fonctionnement des micro-systèmes employés dans un en-
vironnement à contraintes sévères. D'autre part, la vitesse acoustique dans ce matériau
est élevée ce qui en fait un candidat idéal pour des applications dans des gammes de fré-
quences supérieures au GHz. De plus, la résistivité électrique élevée disponible dans l'AlN,
sa compatibilité avec le CMOS traitant, et sa constante à haute fréquence le rendent
particulièrement attrayant dans des utilisations de résonateur. Toutes ces propriétés de
l'AlN permettent également d'employer ce matériel pour des applications optiques, élec-
troniques, et tribologiques. A l'instar du ZnO, deux des principaux avantages de l'AlN
sont :
 la possibilité de cibler les zones où doivent être déposées les couches minces,
 l'inutilité de la phase de polarisation puisqu'à la suite de la phase de déposition
l'AlN se trouve déjà polarisé.
3.5.3 Le Zirconate-Titanate de Plomb (PZT)
Les excellentes propriétés piézoélectriques des céramiques PZT ont été mises en
évidence en 1954 [19]. Les coeﬃcients de la matrice de couplage piézoélectrique sont en
général dix fois supérieurs à ceux des matériaux non ferroélectriques comme le ZnO ou
l'AlN. Les PZT présentent également des propriétés pyroélectriques qui permettent leur
intégration dans des capteurs [20] de température ou infra-rouges. Cette propriété en-
traîne naturellement une grande sensibilité à la température. La variation des propriétés
piézoélectriques qui en résulte peut constituer un inconvénient majeur dans certaines ap-
plications à environnement thermique changeant. Par ailleurs, les PZT possèdent une très
grande constante diélectrique relative comparée aux autres matériaux piézoélectriques.
De manière générale, le dépôt de PZT est plus complexe à eﬀectuer que pour les
deux matériaux précédents. En eﬀet, la présence de plusieurs métaux à déposer (Pb, Zr
et Ti), la disparité des masses atomiques, en particulier entre le plomb et l'oxygène et la
nécessité de travailler dans une atmosphère non réductrice sont les principales diﬃcultés
rencontrées lors de la déposition. De plus, il est nécessaire de maîtriser le rapport entre le
titanate et le zirconium aﬁn de privilégier le type d'application choisie. Enﬁn, la gravure
du PZT est une phase compliquée du processus.
3.5.4 Matériau privilégié lors de la conception de structures
Les coeﬃcients de couplage piézoélectrique du PZT sont beaucoup plus élevés que
le ZnO et l'AlN. Il permet donc de générer des eﬀorts importants nécessaires pour des
applications en contrôle actif. Le PZT intégré sur silicium répond aux attentes des micro-
systèmes. Par conséquent, nous optons pour l'emploi de ce matériau dans nos structures
expérimentales.
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3.6 Modélisation linéaire du phénomène
3.6.1 Equations constitutives
L'eﬀet piezoélectrique peut être décrit par l'intermédiaire de quatre couples d'équa-
tions qui retranscrivent le couplage entre les eﬀets mécaniques et électriques. Il est à noter
que les termes pyro-électriques sont négligés.
Ti = c
E
ij.Sj − etmi.Em Dm = emi.Si + εSmn.En
Ti = c
D
ij .Sj − htmi.Dm Em = −hmi.Si + βSmn.Dn
Si = s
E
ij.Tj + d
t
mi.Em Dm = dmi.Ti + ε
T
mn.En
Si = s
D
ij .Tj + g
t
mi.Dm Em = −gmi.Ti + βTmn.Dn
(3.1)
avec {
m,n les indices électriques variant de 1 à 3
i, j les indices mécaniques variant de 1 à 6
L'indice E indique que les valeurs considérées sont celles mesurées pour une défor-
mation mécanique à champ constant (électrodes court-circuitées). L'indice D, quant à lui,
signiﬁe que la mesure a été faite à induction constante (électrodes en circuit ouvert). Enﬁn,
l'indice T indique que les grandeurs électriques ont été mesurées à eﬀort constant (éprou-
vette libre), et l'indice S à déformation constante (éprouvette encastrée). L'ensemble des
grandeurs caractérisant ces équations sont exprimées dans le tableau 3.2.
Ecrivons explicitement les tenseurs de contraintes et de déformations en utilisant la
notation condensée de norme IEEE. Nous obtenons, sous forme vectorielle, les relations
suivantes : 
T1
T2
T3
T4
T5
T6

=

T11
T22
T33
T23
T13
T12

,

S1
S2
S3
S4
S5
S6

=

S11
S22
S33
2× S23
2× S13
2× S12

(3.2)
où
Sij =
1
2
.(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
) (3.3)
et u = [u1,u2,u3]t est le vecteur de déplacement.
Les grandeurs électriques, champ et induction, et les grandeurs mécaniques, contrainte
et déformation, sont reliées entre elles par les coeﬃcients piezoélectriques d, e, g et h.
Les relations suivantes traduisent ce lien :
dnj = ε
T
mngmj = enis
E
ij (3.4)
enj = ε
S
mnhmj = dnic
E
ij (3.5)
gnj = β
T
mndmj = hnis
D
ij (3.6)
hnj = β
S
mnemj = gnic
D
ij (3.7)
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Type Déﬁnition Unité Dimensions
D Densité de ﬂux (ou déplacement) électrique C.m−2 3x1
E Champ électrique V.m−1 3x1
ε Permittivité diélectrique F.m−1 3x3
E
le
ct
ri
qu
e
β Imperméabilité diélectrique m.F−1 3x3
S Tenseur des déformations relatives Sans unité 6x1
T Tenseur des contraintes N.m−2 6x1
s Tenseur de souplesse m2.N−1 6x6
M
éc
an
iq
u
e
c Tenseur d'élasticité N.m−2 6x6
dij Densité de charges sur l'électrode normale à i C.N−1 3x6
Contrainte suivant l'axe j
à champ constant
eij Densité de charges sur l'électrode normale à i C.m−2 3x6
Déformation relative suivant l'axe j
à champ constant
E
ﬀ
et
d
ir
ec
t
gij Champ électrique selon l'axe i V.m.N−1 3x6
Contrainte suivant l'axe j
à induction constante
hij Champ électrique selon l'axe i V.m−1 3x6
Déformation relative suivant l'axe j
à induction constante
dij Déformation relative l'axe j m.V −1 3x6
P
ié
zo
él
ec
tr
iq
u
e
Champ électrique suivant l'axe i
à eﬀort constant
eij Contrainte suivant l'axe j N.m−1.V −1 3x6
Champ électrique suivant l'axe i
à déformation constante
gij Déformation relative l'axe j m.V −1 3x6
E
ﬀ
et
in
d
ir
ec
t
Densité de charges sur l'électrode normale à i
à eﬀort constant
hij Contrainte suivant l'axe j N.C−1 3x6
Densité de charges sur l'électrode normale à i
à déformation constante
Tab. 3.2  Déﬁnitions des grandeurs de couplage piézoélectrique
62 Piézoélectricité : mécanismes, modélisations et dépositions
avec {
m,n les indices électriques variant de 1 à 3
i, j les indices mécaniques variant de 1 à 6
Si nous considérons un domaine piézoélectrique, nous pouvons établir un système
d'équations induit et les conditions aux limites qui lui sont associées.
Nous décrivons, dans le cas présent, l'eﬀet piezoélectrique par l'intermédiaire des
deux équations électro-mécaniques qui retranscrivent le couplage entre les eﬀets méca-
niques et électriques comme suit :
T = cS − eTE (3.8)
D = eS + εE (3.9)
Prenons le couple d'équations (3.8) et (3.9) en y injectant la relation (3.3) et E =
−∇V avec V le potentiel électrique.
[
T
D
]
= ∇.
[
c −et
e ε
] [
u
−V
]
(3.10)
La matrice 9×9, ainsi déﬁnie contient tous les paramètres matériaux liés au système.
Considérons un domaine piézoélectrique Ω de bord ∂Ω. D'après [21], l'équation
d'équilibre élastodynamique du système s'écrit :[ ∇.T
∇.D
]
= ∇.
[
c −et
e ε
] [ ∇.u
−∇.V
]
=
[
ρ.u¨− f
ρe
]
(3.11)
Cette équation (3.11), associée aux conditions aux limites mécaniques et électriques,
permettent de calculer, via un logiciel adapté comme femlab c©, les composantes des dé-
placements u(x,t) des ondes élastiques se propageant dans le substrat et le potentiel
électrique V.
Les conditions aux limites électriques du système étudié s'écrivent de manière conden-
sée :
 les conditions de Dirichlet.
V = V0 spéciﬁe le voltage au bord ∂Ω. Comme le potentiel est une variable de réso-
lution, nous devons déﬁnir cette valeur pour chaque limite du système pour que le
modèle soit pleinement déﬁni.
 les conditions de Neumann.
Soient qv la densité volumique de charge et qs la densité surfacique de charges telles
que :
qv = Div
−→
D = ∂Di
∂xi
qs = [Di].ni
(3.12)
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où {
ni la normale sortant à S : surface totale du système,
[Di] la discontinuité du vecteur déplacement électrique à travers S.
c'est à dire
[Di] = (Di)exterieur − (Di)systeme (3.13)
L'introduction des conditions aux limites électriques se révèle essentielle pour la
précision de la modélisation et notamment dans le cas du contrôle passif de structures [7].
En eﬀet, ces conditions engendrent des modiﬁcations de raideur qui inﬂuencent fortement
les performances du système.
Par ailleurs, les équations (3.11) ne permettent pas d'obtenir un résultat analytique
complet. Il existe donc un certain nombre d'hypothèses communément employées pour
simpliﬁer le problème.
3.6.2 Etat de l'art
Des outils numériques ont été développés pour obtenir analytiquement le comporte-
ment structural des matériaux piézoélectriques. Ces méthodes sont établies sous un certain
nombre d'hypothèses. Il est à remarquer que ce nombre tend à diminuer drastiquement
et à nous approcher d'une solution analytique complète.
Crawley [31] propose un modèle en déformation uniforme fondé sur l'interaction
statique entre la poutre porteuse et les actionneurs PZT. Crawley et Anderson [32] dis-
tinguent la ﬂexion en déformation uniforme de celle d'Euler-Bernoulli. Zhou et Tiersen
[33] utilisent une méthode variationnelle sur des ﬂexions et des extensions élementaires
de plaques composites aﬁn d'analyser un ﬁlm piézoélectrique mince incorporé dans une
structure. Le couplage électro-mécanique induit et les équations aux dérivées partielles
modélisant les eﬀets, direct et inverse, générés par une couche piézoélectrique distribuée
sont étudiés par Lee [23, 28, 29]. La théorie classique de lamination (Classical Lamination
Theory, CLT) est ainsi proposée. Lee utilise les hypothèses de Kirchhoﬀ-Love, un état plan
de contrainte et un potentiel électrique constant au travers du ﬁlm piézoélectrique dans le
cas des structures piézocomposites. Une théorie classique de lamination modiﬁée (MCLT)
est développée par Almajid [34] pour des poutres et des plaques. Dans cette formula-
tion, tous les termes de couplage piézoélectrique sous un champ électrique appliqué sont
inclus dans des constantes de raideur et piézoélectriques réduites. Weinberg [35] obtient
une solution approximative de forme simple pour la ﬂexion de multicouche piézoélectique
utilisant la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli, laquelle néglige l'eﬀet de cisaillement
transverse lors de la déformation de la poutre. L'une des plus fortes hypothèses dans toutes
ces méthodes est que le champ électrique dans les couches piézoélectriques soit constant.
Cette approximation est valide uniquement pour des matériaux possédant des coeﬃcients
de couplage électromécanique faibles. Or ce n'est pas le cas pour les céramiques piézo-
électriques. Par conséquent, Tadmor et Kosa [27] étendent la formulation de Weinberg en
incluant la variation du champ électrique dans l'épaisseur des couches. Wang and Quek
[25] démontrent qu'un champ électrique linéaire dans le ﬁlm piézoélectrique génére des
erreurs de précision de calculs et cause la violation de l'équation d'équilibre de charge. Par
conséquent, Krommer et Irschik [24] proposent une distribution quadratique du potentiel
électrique suivant la direction de l'épaisseur. Benjeddou et Deü [26] considèrent tous les
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composants du champ électrique et du champ de déplacement pour vériﬁer exactement
l'équation d'équilibre électrique. La théorie de déformation de cisaillement du premier
ordre et un potentiel électrique quadratique au travers de la couche piézoélectrique sont
utilisés dans leur formulation.
3.6.3 Hypothèses de Kirchhoﬀ-Love
Les hypothèses de Kirchhof-Love sont utilisées de manière à déﬁnir simplement les
équations de mouvement de systèmes contraint piézoélectriquement. Elles sont couram-
ment employées et il semble important de les préciser pour les confronter à des modèles
plus complets.
Déﬁnissons les hypothèses des "plaques de Kirchhof-Love". Nous supposons que
la couche piézoélectrique utilisée est de type "couche mince". Pour cela, son épaisseur
doit être très petite comparée aux deux autres dimensions (soit un rapport supérieure à
100). Cette énoncé induit que nous pouvons considérer un état plan de contrainte dans
la structure. Ensuite, les sections droites du système au repos, perpendiculaires au plan
neutre, restent, au cours du chargement, droites et perpendiculaires au plan neutre (cf
ﬁgure 3.5). Enﬁn, le chargement de la structure s'eﬀectue perpendiculairement au plan
neutre. Il est à noter que nous n'avons pas tenu compte des eﬀets de bord dus à la
répartition limitée des couches sur la structure porteuse. Par conséquent, nous supposerons
que l'eﬀet piézoélectrique n'existe que dans le volume de matière compris entre deux
électrodes.
A
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B
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x
x
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u0
α
Fig. 3.5  Coupe longitudinale d'une plaque de Kirchhoﬀ-Love au cours d'un chargement.
Nous déﬁnissons la forme générale des déplacements u, v et w respectivement suivant
les axes −→x , −→y et −→z , de la manière suivante :
u(x, y, z) = u0(x, y)− z.∂w∂x (x, y)
v(x, y, z) = v0(x, y)− z.∂w∂x (x, y)
w(x, y, z) = w(x, y)
(3.14)
La seconde équation piézoélectrique, dite équation de charges, peut se simpliﬁer sous
la forme suivante, si E=[0 0 E3]t :
D3 = ε33.E3 + d31.P1(x, y).T1 + d32.P2(x, y).T2 (3.15)
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où
z0 : la distance entre la ﬁbre neutre et la demie épaisseur de la couche.
[c] : le tenseur d'élasticité.
Pi : la fonction de localisation des eﬀets piézoélectriques suivant l'axe i.
et le proﬁl de polarisation des couches piézoélectriques.
E3 = −V3.h : la tension appliquée aux bornes du ﬁlm.
L'équation (3.15) exprime la relation entre le déplacement électrique D, le champ
électrique E et certaines composantes du torseur des eﬀorts exprimés dans le plan médian
de référence. Les fonctions P1 et P2 représentent, à la fois, la polarisation et la localisation
spatiale de la couche piézoélectrique électrodée.
La relation entre la tension électrique V et la composante selon (Oz) du champ
électrique, E3, suppose un diélectrique mince où V ne varie pas suivant l'épaisseur de la
couche. Cette hypothèse est communément admise pour eﬀectuer une modélisation rapide
de système faisant intervenir la piézoélectricité. Cependant, il a été largement démontré
dans la littérature [2427] que cette simpliﬁcation amène à des erreurs et notamment à la
non-résolution de l'équation de charges déﬁnissant le ﬂux de déplacement électrique.
3.7 Réﬂexions sur la prise en compte de l'eﬀet de ci-
saillement dans les couches piézoélectriques minces
Dans la modélisation sous hypothèses de type Kirchhoﬀ-Love, les eﬀets de cisaille-
ment des couches piézoélectriques ne sont pas prises en considération. En eﬀet, il semble
évident, pour des couches épaisses, que les eﬀets de cisaillement des couches et les varia-
tions des champs électriques dans l'épaisseur du piéozélectrique soient non négligeables.
Mais, n'est-ce pas également le cas pour des ﬁlms piézoélectriques "minces" ?
z
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e/2
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V
Fig. 3.6  Dimensions de la poutre étudiée.
Prenons le cas d'une poutre encastrée-libre sur laquelle un ﬁlm piézoélectrique mince
est déposé (cf ﬁgure 3.6). Nous étudions, dans une conﬁguration statique, la déﬂection en
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bout de poutre pour trois modèles diﬀérents :
 une modélisation complète sans hypothèse simpliﬁcatrice en utilisant l'équation de
base énoncée en (3.11) et les conditions aux limites mécaniques et électriques atte-
nantes.
 une modélisation complète mais en ne considérant que le terme e31 dans la matrice
de couplage piézoélectrique.
 une modélisation reprenant les hypothèses de Kirchhoﬀ-Love.
Nous prenons, comme données numériques, une poutre en aluminium de 5 mm de
longueur, de 1 mm de largeur et d'une épaisseur de 50 µm. Le piézoélectrique est une
céramique PZT possédant une matrice de couplage standard (cf Annexe 2.1), de 1 mm
de longueur et de largeur. Nous faisons varier, pour l'étude, son épaisseur de 2 µm à
100 µm. Une tension V est appliquée aux bornes de la couche PZT et nous mesurons le
déplacement y en x = L.
Nous obtenons pour les diﬀérentes épaisseurs de piézoélectrique, le graphique com-
paratif (3.7). Il apparaît clairement une dérive entre les modèles complets et de Kirchhoﬀ-
Love au fur et à mesure que l'épaisseur de ﬁlm augmente. Il s'agit d'un résultat logique
comme nous l'expliquions précédemment. Focalisons-nous sur les épaisseurs de couches
excitatrices que l'on peut considérer comme minces par rapport à l'épaisseur de la poutre
hôte. Le tableau 3.3 récapitule ces données. Nous observons un facteur 2 entre le modèle
complet sans hypothèse simpliﬁcatrice et celui de Kirchhoﬀ. Ce ratio intervient directe-
ment sur l'eﬃcacité, constatée au niveau du modèle, de la couche activatrice. En déﬁnitive,
l'eﬀet du coeﬃcient de Poisson est supérieur à celui du d33 sur l'eﬃcacité de l'actionne-
ment.
2 µm 4 µm 6 µm 8 µm 10 µm
déﬂection pour le modèle complet (µm) 68.5 133.6 194.6 251 302.2
déﬂection pour le modèle avec d31 6= 0 (µm) 55.3 108.5 159 206.2 249.8
déﬂection pour le modèle de Kirchhoﬀ (µm) 37.8 70.6 98.7 122.4 142.3
Rapport entre les modèles complet et de Kirchhoﬀ 1.81 1.89 1.97 2.05 2.12
Tab. 3.3  Valeur de la deﬂection statique pour des épaisseurs minces de ﬁlm
Lorsque nous voulons évaluer les possibilités d'un dispositif microtechnique incluant
des piézoélectriques, il est indispensable de procéder à une modélisation complète ou
prenant en compte les phénomènes de cisaillement. En eﬀet, la dérive constatée dans
le cas d'un modèle simpliﬁcateur communément utilisé ne peut être considérée comme
négligeable.
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Fig. 3.7  Graphique comparatif de la déﬂection statique pour diﬀérentes conﬁgurations numé-
riques.
3.8 Modélisation non-linéaire des matériaux ferroélec-
triques
Nous l'avons vu précédemment, les applications avancées des matériaux céramiques
demandent de grandes forces ou de grands déplacements. Dans certains cas (les couches
minces ou les actionneurs avec une forme d'électrodes complexe), des hauts niveaux de
contrainte, de déformation ou de champ électrique sont observés. Dans de telles condi-
tions, la série classique d'équations linéaires n'est plus valide. La déformation irréversible
engendrée et la dégradation des propriétés piézoélectriques du matériau se mettent alors
en place. Par conséquent, des lois constitutives non linéaires sont nécessaires. La ferro-
électricité peut être caractérisée par trois phénomènes typiques : l'hystérésis diélectrique,
la courbe en ailes de papillon (c'est à dire la courbe du champ électrique en fonction
de la déformation) et l'hystérésis ferroélastique. Nous notons que tous ces phénomènes
ont la même interprétation microscopique : le processus de changement des domaines de
polarisation [36].
La modélisation du comportement des céramiques ferroélectriques est une activité
de recherche en pleine expansion. Deux approches sont possibles.
Du point de microélectromécanique, les cristaux orientés de manière aléatoire sont
identiﬁés [37, 38]. Ces éléments peuvent être subdivisés en domaines ferroélectriques, dans
lesquels la polarisation et la déformation sont homogènes. La réponse moyenne du ma-
tériau polycristallin est calculée à partir de la réponse de chaque grain par une méthode
d'homogénéisation adéquate. Cependant, la principale limitation de ces modèles est l'im-
portance du nombre de grains nécessaires pour obtenir une simulation précise. En utilisant
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une analogie avec la plasticité cristalline, des lois de comportement ont été développées
pour modéliser le mouvement des domaines [39, 40].
Du point de vue phénoménologique, des variables internes sont nécessairement iden-
tiﬁées. En eﬀet, l'établissement du modèle requiert, à la fois, la connaissance du charge-
ment en cours et l'histoire de l'orientation des domaines ferroélectriques. Bassiouny et al
[41, 42] propose une formulation fondée sur la théorie thermodynamique des processus
irréversibles, des concepts issus de l'élastoplasticité. Une formulation simpliﬁée liant la
déformation rémanante à la polarisation rémanante est également énoncée [43]. Toutes
ces méthodes nécessitent le calcul d'un module de plasticité.
3.9 Techniques de déposition
3.9.1 Etat de l'art
Il existe plusieurs techniques de déposition de couches minces sous vide [4446].
Elles se répartissent, de manière classique et principalement, en deux grandes familles :
les méthodes chimiques et les méthodes physiques (cf ﬁgure 3.8). Les méthodes chimiques
se scindent en deux classes : les dépôts en solution et ceux en phase vapeur. Il est à noter
que les méthodes physiques permettent d'obtenir des ﬁlms de dépôts épitaxiés c'est à dire
avec orientation cristallographie préférentielle.
Dépôts chimiques Dépôts physiques
En solution En phase vapeur
Sol-Gel
MOD
MOCVD
PECVD
Pulvérisation
Ablation laser
EJM
Evaporation
faisceaux d'électrons
Fig. 3.8  Synthèse des principales techniques de déposition de couches minces.
La méthode Sol-Gel
La méthode Sol-Gel est un processus émanant de la physico-chimie des gels [47].
Dans ce procédé, l'idée de base est simple. Une solution, constituée à partir d'un solvant
et d'un mélange de précurseurs moléculaires du PZT, homogène à l'échelle moléculaire,
est étalée en une couche uniforme sur un substrat. Le solvant est ensuite évaporé. Enﬁn,
ce gel est cristallisé par un traitement thermique.
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La méthode MOD
Dans le processus de déposition d'organométalliques(Métal-Organic Deposition, MOD)
[48, 49], une solution contenant un solvant à base d'alcool et des organo-métalliques est
formée. La suite de la méthode est équivalente au processus Sol-Gel.
La méthode MOCVD
La déposition chimique d'organométalliques en phase vapeur (Metal-Organic Chemi-
cal Vapor Deposition, MOCVD) [50, 51] est une technique héritée de la micro-électronique
où de nombreux dépôts de surface sont réalisés en CVD (Chemical Vapor Deposition)
comme le polysilicium ou la silice à basse température (LTO). Ce procédé consiste à mettre
un composé volatil du matériau à déposer en contact avec le substrat. Par exemple, dans
le cas du PZT, les éléments volatils sont des ions métalliques contenus dans des organo-
métalliques [52, 53]. Ces organo-métalliques sont obtenus sous forme gazeuse en utilisant
un gaz porteur (généralement, l'azote). Le substrat est, quant à lui, porté à la température
de cristallisation du mélange. Les réactions chimiques de formation du dépôt s'activent
dés le contact entre le composé volatil et le substrat.
La méthode PECVD
La méthode de déposition chimique en phase vapeur par eﬀet photonique (Photonic
Eﬀect Chemical Vapor Deposition, PECVD) [54, 55] a le même déroulement que la mé-
thode MOCVD. En revanche, la réaction de cristallisation des espèces gazeuses contenant
le matériau à déposer sous forme de molécules volatiles est activée par eﬀet photonique
et non par eﬀet thermique.
La méthode par pulvérisation cathodique
La méthode par pulvérisation cathodique [56, 57] est basée sur l'ionisation d'un
gaz (le plasma) sous faible pression. Les ions formant ce gaz (par exemple, l'argon) sont
accélérés sous l'action d'un champ électrique E et vont percuter une cible constituée du
matériau que l'on souhaite déposer. Ces ions assez lourds et énergétiques arrachent des
atomes à la cible qui vont ensuite se condenser sur le substrat.
La méthode par ablation laser
Dans le processus par ablation laser (Pulsed Laser Deposition, PLD) [58, 59], il s'agit
d'une évaporation sous vide. L'énergie est apportée par l'impact d'un faisceau laser pulsé
de puissance élevée, typiquement laser eximère ou laser YAG. Un avantage considérable
est de pouvoir utiliser des cibles de très petites dimensions, l'ablation se produisant sur
une surface de quelques millimètres carrés. Le laser provoque un arrachement de matière.
Le plasma ainsi formé est collecté par substrat. Cette méthode présente l'avantage de ne
nécessiter aucune source thermique polluante à l'intérieur de l'enceinte, ce qui est une
avancée très signiﬁcative pour les dépôts eﬀectués dans un environnement ultravide.
La méthode d'Epitaxie par Jet Moléculaire
Le processus d'Epitaxie par Jet Moléculaire (Molecular Beam Epitaxy, MBE) [60,
61], consiste à placer dans une enceinte à ultravide, des creusets contenant les composés
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dont on veut contrôler la croissance. Par simple chauﬀage des creusets, les composés
s'évaporent et se déposent lentement sur le substrat choisi. On peut ainsi faire croître des
couches monocristallines de quelques épaisseurs atomiques. Le contrôle des épaisseurs est
obtenu par la mesure du temps d'évaporation. Il est possible d'alterner les composés et
de réaliser ainsi des structures en "sandwich" ou multicouches aux propriétés nouvelles.
La méthode par évaporation à faisceau d'électrons
Il s'agit d'une technique [62, 63] dérivée de celles utilisant les éléments à déposer en
phase vapeur. La diﬀérence se focalise sur la façon de chauﬀer les composants à évaporer.
En eﬀet, cette phase est eﬀectuée à l'aide d'un faisceau d'électrons focalisé.
Les autres méthodes
 L'électrophorése (ElectroPhoretic Deposition, EPD) [64],
Dans ce processus, un composant est d'abord copié comme échantillon conducteur
sur une feuille de plastique par photolithographie conventionnelle. Cet échantillon
est alors immergé dans une solution de particules stable, dispersée et électrostati-
quement chargée.
Une tension est appliquée entre l'échantillon conducteur et une contre-électrode
dans la solution. Le courant ainsi créé traverse la solution, et attire les particules
vers l'échantillon conducteur. Le courant crée un environnement électrochimique
sur la surface qui précipite les particules sur l'échantillon. Ce dépôt peut être mo-
nocouche ou constituer de plusieurs milliers de particules d'épaisseur. L'échantillon
conducteur photolithographiquement produit peut être réutilisé à plusieurs reprises
pour créer plusieurs dépôts.
 La synthése hydrothermale [65],
Le principe de cette méthode consiste à introduire les réactifs et un solvant dans
une bombe de digestion. La bombe est ensuite chauﬀée pour augmenter la pression
dans l'enceinte. Pour eﬀectuer le dépôt de ﬁlms piézoélectriques, la procédure s'ef-
fectue en deux étapes successives : la nucléation puis la croissance cristalline.
La première étape (processus de nucléation) est celle pendant laquelle le substrat
réagit avec la solution mélangée contenant les précurseurs du matériau piézoélec-
trique. Ensuite, la croissance cristalline est favorisée aﬁn d'obtenir le ﬁlm piézoélec-
trique désiré.
Par rapport aux méthodes classiques de dépôt (sol-gel, pulvérisation, ablation
laser ...), la méthode hydrothermale présente, potentiellement, plusieurs avantages :
la faible température de dépôt, un taux de dépôt relativement élevé et la possibilité
d'eﬀectuer un dépôt sur un substrat non plan quelque soit sa géométrie.
3.9.2 Démarche privilégiée
Pour la réalisation des micro structures étudiées au cours de ce programme de re-
cherche, la démarche de déposition du matériau choisi - le PZT - est celle de la méthode
Sol-Gel. Nous allons décrire précisément chaque étape du processus de fabrication de
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micro-dispositifs [66] (cf ﬁgure 3.9).
Fig. 3.9  Processus générique appliqué de la micro fabrication d'un cantilever.
Préparation du substrat
Il faut, dans un premier temps, préparer le substrat c'est à dire la galette (wafer) de
silicium de 200 mm de diamètre et de 390 µm d'épaisseur. Le wafer employé doit posséder
une couche de dioxyde de silicium (SiO2). Pour cela, il est oxydé thermiquement. Ensuite,
il est poli sur ses deux faces pour atteindre le niveau de planéité attendu. On nomme la
structure ainsi formée un wafer de silicium sur isolant (silicon on isolator wafer, SOI wafer).
Ensuite, un première série de couches est déposée sur la face avant du wafer (cf
ﬁgure 3.9 (a)). Cette série est composée, du wafer vers l'extérieur, d'une couche d'adhé-
sion (Ti/TiO2) de 10 nm d'épaisseur, de l'électrode inférieure en platine (Pt) de 100 nm
d'épaisseur et d'une couche de germination (PbTiO3) de 10 nm d'épaisseur facilitant la
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déposition de la couche de matériau piézoélectrique. Ces couches sont déposées en phase
vapeur sur le substrat. Il est à noter que l'électrode inférieure joue un rôle majeur sur la
texture, la qualité et les propriétés de la couche de PZT déposée.
Le ﬁlm piézoélectrique (PZT 53/47)) est déposé sur la couche de germination par la
méthode Sol-Gel. Pour obtenir une couche d'épaisseur uniforme, la méthode de la tour-
nette (spin coating) est utilisée. Elle permet d'étaler la solution contenant les précurseurs
par la mise en rotation du substrat. A l'issue de ce dépôt, le ﬁlm est traité thermiquement
aﬁn d'éliminer les solvants les plus volatils et conduire à la transformation de la solution
(sol) en gel polymérique (gel). Puis, le gel est recuit pour la densiﬁcation aﬁn d'obtenir
l'oxyde cristallin. L'épaisseur d'un ﬁlm, après un passage, est d'environ 60 nm. Il faut
donc 32 couches simples pour obtenir une épaisseur ﬁnale de 2 µm. Une grande vigilance
est requise à chaque étape de la procédure de dépôt. L'utilisation d'une solution stable
dans le temps, ﬁltrée et de viscosité adaptée et d'une surface uniforme est un facteur
prépondérant pour la qualité du dépôt. Les traitements thermiques subits impliquent un
retrait de la couche. Ils nécessitent une adéquation satisfaisante des coeﬃcients de dila-
tation respectifs de la couche sol-gel et du substrat pour limiter les contraintes pouvant
générer des craquelures.
Déposition de l'électrode supérieure
A présent, l'électrode supérieure est déposée. Plusieurs alliages peuvent être em-
ployés (Au/Cr ou Pt) (cf ﬁgure 3.9 (b)). Cependant, le Au/Cr possède deux avantages
par rapport au platine :
 La mise en forme de l'électrode nécessite uniquement une photolithographie. Cette
méthode est très simple d'emploi et permet d'obtenir une résolution à l'échelle du
micron.
 Ce matériau ne nécessite pas de recuit après la déposition.
Dans ce processus, l'or est déposé par eﬀet Joule et le chrome par la méthode d'évapo-
ration à faisceau d'électrons. La forme de l'électrode est obtenue par photolithographie en
utilisant une couche photorésistante négative. La photolithographie est une technique per-
mettant de projeter, à l'aide d'une source lumineuse, une image au travers d'un masque.
Celui-ci contient la forme souhaitée. La projection s'eﬀectue sur un support photosensible
aﬁn d'y imprimer la forme voulue.
Gravure d'un via vers l'électrode inférieure
Pour dégager un accès vers l'électrode inférieure, il est nécessaire de graver un via
au travers les diﬀérentes couches déposées (cf ﬁgure 3.9 (c)). Cette gravure est eﬀectuée
par voie humide. Il s'agit d'un moment critique de la microfabrication du MEMS. Les
contours du lieu gravure sont protégés par un matériau photorésistant dont la forme lui
a été donnée au travers d'un masque par un processus de photolithographie. En dépit du
manque de contrôle de la gravure et des problèmes générés sur le masque photorésistant,
la gravure humide est une méthode très simple, très rapide et peu onéreuse. Cependant,
elle est destinée à des structures MEMS de grand surface (> 50 µm × 50 µm). A cause
des grandes concentrations d'acide chlorhydrique utilisées généralement dans la solution
de gravure, toutes les couches telles que celle d'adhésion de l'électrode inférieure sont
attaquées de manière non sélective. Des phénomènes de délamination sont ainsi observés.
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Il est à noter que la tolérance géométrique de la gravure est évaluée à environ dix fois la
valeur de l'épaisseur de PZT déposé (pour 2 µm de PZT, la tolérance est de 20 µm).
Rainurage limitant les contours de la structure
Les contours de la structure sur la face avant du wafer sont rainurés au travers
des couches de PZT, de Platine et de SiO2 (cf ﬁgure 3.9 (d)). Les contours de gravure
sont protégés par un matériau photorésistant. Une gravure humide est utilisée jusqu'à
l'électrode inférieure. En eﬀet, le platine est une métal noble inerte chimiquement. Par
conséquent, il faut employer une technique de gravure sèche. Il s'agit de mécanismes plus
physiques que chimiques avec un bombardement d'ions et la formation de composants
volatils résultants.
Gravure de la face arrière du wafer
La gravure par la face arrière du wafer est eﬀectuée pour déﬁnir l'épaisseur ﬁnale
de la structure voulue (cf ﬁgure 3.9 (e)). La précision et l'uniformité de l'épaisseur sont
des facteurs déterminants dans les structures sensibles. La tolérance généralement admise
sur l'épaisseur est de l'ordre de 0.2 µm. La méthode la plus communément utilisée pour
les gravures profondes de silicium est connue sous le nom de "processus Bosch" [67]. Par,
alternativement, des étapes de gravure chimique et de passivation des contours du front
gravure par polymérisation, une gravure profonde anisotrope peut être obtenue.
Gravure en face avant pour libérer la structure
La dernière étape de fabrication de la structure est la libération de ses contours par
une ultime gravure par voie humide (cf ﬁgure 3.9 (f)).
A chaque étape du processus, une multitude de défauts, décrits en ﬁgure 3.10, peut
apparaître : des rugosités indésirables entre chaque couche déposées, des variations d'épais-
seur préjudiciables à la qualité du dispositif, des contraintes résiduelles modiﬁant les com-
portements mécaniques de la structure, des craquelures favorisant la délamination des
couches, des défauts internes aux couches (pores, cavités, ...) diminuant la densité du ﬁlm
piézoélectrique déposé et, donc, ses propriétés.
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Fig. 3.10  Schéma de l'ensemble des défauts susceptibles d'apparaître lors de la déposition
d'une couche mince.
3.10 La Polarisation des céramiques piézoélectriques
3.10.1 Principe
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Fig. 3.11  La polarisation d'une céramique piézoélectrique : (a) l'orientation aléatoire des do-
maines de polarisation, (b) la polarisation sous un champ électrique, (c) la polarisation rémanente
aprés l'étape de polarisation.
Les domaines de polarisation des céramiques PZT, après la phase de déposition,
possèdent des orientations aléatoires (cf ﬁgure 3.11 (a)). Il n'y a donc pas encore d'eﬀet
piézoélectrique au niveau macroscopique. Il faut donc procéder à une phase de polarisa-
tion aﬁn d'orienter les dipôles de manière à faire apparaître une polarisation rémanente
selon un axe privilégié.
Le changement d'orientation des dipôles (cf ﬁgure 3.11 (b)), lors de l'application du
champ électrique, est explicable par le principe de moindre énergie dépensée. Les domaines
s'orientent pour opposer le moins de résistance possible au champ électrique appliqué. La
polarisation est eﬀectuée à chaud pour proﬁter d'une agitation atomique plus favorable
au repositionnement des dipôles.
La polarisation rémanente (cf ﬁgure 3.11 (c)) se comprend mécaniquement par la
nécessité de lutter contre les domaines voisins pour se réorienter.
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Le fait de refroidir la céramique à la ﬁn de la polarisation contribue à augmenter la
polarisation rémanente en ﬁgeant la structure atomique dans son état polarisé.
3.10.2 Phénomène de dépolarisation
La dépolarisation peut se produire sous l'action d'une contrainte ou par un traite-
ment thermique. En eﬀet, il existe une température au-delà de laquelle la céramique perd
toute polarisation : la température de Curie. En faisant subir un recuit à la céramique à
une telle température, nous la ramenons à son état de polarisation aléatoire initial.
3.10.3 Moyens de polarisation
Pour polariser une céramique, il faut appliquer un champ électrique aux bornes de
ces électrodes. Communément, le champ électrique est une rampe de tension. Ce type de
contrainte électrique permet un meilleur taux de réorientation des dipôles. Conjointement
à la montée en tension, une montée en température est couramment utilisée aﬁn d'aug-
menter la mobilité des domaines. Cette température doit cependant être inférieure à la
température de Curie pour ne pas relaxer complètement la céramique. L'utilisation d'une
tension alternative de fréquence proche d'un des modes de résonance de la céramique peut
également faciliter la polarisation.
La température, le champ électrique appliqué et la forme de ce champ sont des
paramètres prépondérants pour la valeur de la polarisation rémanente.
3.10.4 Mesures des courbes d'hystérésis
Il n'est pas possible d'accéder directement à la mesure de la polarisation, mesure
nécessaire au tracé des diverses courbes caractéristiques (cf ﬁgure 3.12). Par conséquent,
nous mesurons la charge aux bornes de la céramique pour déduire la polarisation de celle-
ci.
Nous obtenons ainsi une mesure indirecte de la polarisation P (C.mm−1). De plus,
si nous relevons en même temps la mesure du champ électrique appliqué E (V.mm−1),
nous pouvons tracer le cycle d'hystérésis de la polarisation sur lequel on repère aisément
la polarisation rémanente pour un champ nul et le champ coercitif pour lequel la polari-
sation devient diﬀérente de 0.
Il est à noter que ce cycle d'hystérésis est diﬀérent pour chaque type de céramiques
et pour chaque condition de polarisation.
3.10.5 Domaines piézoélectriques
A partir des courbes situées sur la ﬁgure 3.12, nous pouvons délimiter les zones de
validité de la théorie linéaire de la piézoélectricité (zones bleues). Il apparaît clairement
qu'au-delà de la valeur du champ coercitif Ec les relations deviennent fortement non-
linéaires. Par conséquent, hors de ces zones, il convient d'appliquer la théorie non-linéaire
de la ferroélectricité.
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Fig. 3.12  Les eﬀets du champ électrique (E) sur la polarisation (P) et l'eﬀet de trac-
tion/compression correspondant (S) d'un élément de céramique : (a) la courbe d'hystérésis en
fonction de la polarisation, (b) l'eﬀet de traction/compression relatif selon la direction de pola-
risation.
3.11 Conclusion
Les nouvelles technologiques liées aux microtechniques et à la science des matériaux
ont donné un nouvel essor à la piézoélectricité. Elles ont notamment permis son applica-
tion et son expansion à une multitude de domaines de recherche. La déposition de couches
minces piézoélectriques nous permet de concevoir des dispositifs d'actionnement et de prise
d'informations nécessaires à l'élaboration de structures actives au niveau micromécanique.
Un ensemble d'outils indispensables à la mise en place d'une boucle de contrôle par
le biais de transducteurs piézoélectriques a été présenté. Nous abordons, dans la suite de
ce manuscrit, les deux problèmatiques physiques qui peuvent être dégagées de la théma-
tique du contrôle actif :
 La stabilisation active de structures. Il s'agit de modiﬁer le comportement in-
trinsèque des structures pour améliorer leur stabilité dynamique.
 L'isolation active de structures. L'objectif est de limiter le transfert vibratoire
entre un support et un élément sensible ou vibrant.
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Deuxième partie
Les méthodes de stabilisation active
versus les méthodes d'isolation active
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Le problème avec les faits,
c'est qu'il y en a beaucoup trop.
Samuel McChord Crothers

Chapitre 4
Méthodes de stabilisation active
4.1 Introduction
Dans le cadre des méthodes de stabilisation, l'objectif est de modiﬁer le comporte-
ment intrinsèque des structures aﬁn d'en améliorer leur stabilité dynamique. En déﬁnitive,
nous agissons essentiellement sur le taux de dissipation de l'énergie vibratoire dans le sys-
tème de manière active ou, le cas échéant, passive. Au cours d'un cycle de fonctionnement,
la puissance moyenne injectée par le contrôleur dans la structure doit être négative pour la
stabiliser. En eﬀet, le cycle est composé de phases durant lesquelles le contrôleur injecte de
l'énergie et d'autres où, au contraire, il en dissipe. Par conséquent, nous recherchons la loi
de contrôle et la conﬁguration géométrique des transducteurs nous permettant d'étendre
les phases de dissipation d'énergie et ainsi d'obtenir la puissance moyenne négative la plus
basse possible.
Observons le cas simple d'une poutre élancée (cf ﬁgure 4.1 (a)). L'actionneur de
contrôle injecte une force dans la structure et le capteur, placé en vis-à-vis, nous donne
le déplacement du point considéré. Aﬁn d'augmenter le facteur d'amortissement de la
poutre, la loi de contrôle est un Proportionnel-Dérivé en variables de Laplace G.b.s
s+b
.
F
v
G.b.s/(s+b)
(a)
(b)
Fig. 4.1  Etude du contrôle d'une poutre élancée (a) conﬁguration initiale, (b) cas d'un gain
de contrôle inﬁni. Les structures au repos (ligne continue) et les premières formes modales sont
représentées.
Intuitivement, il semblerait logique que, plus nous injectons un grand gain de contrôle,
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plus la structure est amortie. Malheureusement, la réalité est plus complexe. Pour s'en
convaincre, nous traçons le lieu d'Evans de la structure (cf ﬁgure 4.2). Ce diagramme
nous donne l'évolution des pôles dans le plan complexe en fonction du gain de contrôle.
Une remarque s'impose naturellement à nous. Lorsque le gain de contrôle est inﬁni, les
fréquences propres de la poutre sont identiques aux zéros de la structure initiale. Ces fré-
quences correspondent aux résonances du système avec un appui au point d'observation
(cf ﬁgure 4.1 (b)). Il existe donc un gain pour lequel l'énergie dissipée par le contrôleur
est optimale au sens du critère choisi c'est à dire l'amortissement induit ξ est optimal. En
eﬀet, le gain optimal pour un mode n'est pas le même pour les autres.
0
Axe des réels
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Fig. 4.2  Lieu d'Evans de la poutre élancée.
Suivant la remarque précédente, il convient, dans ces problèmes liés à la stabilisa-
tion, d'optimiser les échanges énergétiques entre la structure et le contrôleur. Cette tâche
se situe, non seulement, au niveau du placement et de la forme des transducteurs mais
aussi au niveau des lois de stabilisation mises en oeuvre.
4.2 Panorama des lois de contrôle
Nous présentons, dans cette partie, un panorama non exhaustif des lois de contrôle
existantes. Leur théorie et leurs limitations sont présentées.
4.2.1 Contrôle optimal
Soit un système dont le comportement est régi par l'équation d'état :
x˙(t) = A.x(t) +B.u(t) (4.1)
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y(t) = G.x(t) (4.2)
De façon générale, le problème du contrôle optimal linéaire quadratique consiste à
déterminer le contrôle u(t) qui minimise un indice de performance J déﬁni comme suit :
J = minu(t)(
∫ +∞
0
xT (τ).Q.x(τ) + uT (τ).R.u(τ)dτ) (4.3)
où 
x obéit à l'équation d'équilibre 4.1
Q : la matrice des états du système semi déﬁnie positive.
R : la matrice des commandes du système (R>0).
Une construction choisie de Q peut favoriser le contrôle de certains états. De la
même façon, les éléments de R peuvent privilégier un actionneur de contrôle ou limiter
les signaux de commande sur un autre. Ainsi, les matrices Q et R ont une inﬂuence pré-
pondérante sur le calcul de la matrice de gains.
Dans le cadre de la stabilisation de système mécanique, il faut diminuer l'énergie mé-
canique de la structure c'est à dire construire un contrôle u(t) qui minimise cette énergie.
Néanmoins, le contrôle possède un coût énergétique. Il s'agit de l'énergie de réalisation de
la consigne de contrôle par les ampliﬁcateurs de puissance. De manière à éviter le risque
de saturation de l'énergie de contrôle, le contrôle optimal linéaire quadratique consiste à
minimiser simultanément l'énergie mécanique et de contrôle en déterminant le contrôle
u(t) ad hoc. Nous pouvons le traduire de la manière suivante :
J = minu(t)(
∫ +∞
0
Em(τ) + Ec(τ)dτ) (4.4)
où {
Em : l'énergie mécanique du système.
Ec : l'énergie de contrôle.
Cette méthode s'applique à tout système dynamique linéaire. La matrice des gains
de contrôle minimisant l'indice quadratique J est appelée matrice optimale. Cette matrice
est de la forme G = −R−1.Bt.P avec P la solution de l'équation de Riccati associé à la
relation (4.1) (cf chapitre 2). La méthode présentée ci-dessus est appelée contrôle LQR
(Régulateur Quadratique Linéaire ou Linear Quadratic Regulator).
Le contrôle est fondé sur la rétroaction de variables d'état considérées comme ac-
cessibles. Si les mesures sont incomplètes ou corrompues par du bruit de type Gaussien,
la méthode reste valide en remplaçant les états par des estimations de ceux-ci. Des es-
timateurs du type ﬁltre de Kalman sont alors utilisés [13]. Dans ce cas, nous parlons
de contrôle LQG (Régulateur Gaussien Quadratique Linéaire ou Linear Quadratic Gaus-
sian). Du point de vue de la stabilité, un dispositif de contrôle actif utilisant la méthode
LQR possède théoriquement de remarquables propriétés [2]. Dans la réalité, les temps de
calcul, qui peuvent être vus comme un déphasage fonction de la fréquence, réduisent la
stabilité du système bouclé. La bande passante du contrôleur doit donc être limitée dans
des proportions dépendant de la vitesse de calcul du contrôleur.
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Pratiquement, le nombre de degrés de liberté que traite un contrôleur ne pouvant
être que ﬁni, la représentation d'un système continu tel qu'une poutre nécessitera l'uti-
lisation d'un vecteur d'état réduit à un nombre ﬁni de variables d'état. Le modèle n'est
alors plus représentatif du système réel et d'éventuelles instabilités du contrôle sur les
degrés de liberté non modélisés peuvent survenir. C'est le phénomène de spill-over que
nous avons décrit au chapitre 2.
4.2.2 Contrôle modal
Nous l'avons remarqué précédemment, le problème majeur du contrôle optimal est
le grand nombre de degrés de liberté à gérer. Pour pallier cette diﬃculté, L. Meirovitch [3]
propose le concept de contrôle dans l'espace modal indépendant(IMSC, Independent Mo-
dal Space Control). Il consiste à préférer résoudre des équations algébriques non couplées
à défaut de l'équation matricielle de Riccati. Chaque mode est spéciﬁquement contrôlé
indépendamment des autres. Cela impliquerait d'avoir accès à, au moins, autant de paires
de transducteurs qu'il existe de modes à contrôler. En eﬀet, il est nécessaire d'avoir une es-
timation de l'intensité modale. Cependant, les couches piézoélectriques minces permettent
de passer outre ce problème grâce à leurs propriétés de ﬁltrage. Il est, néanmoins, néces-
saire d'étudier avec soin le positionnement de ces couches aﬁn d'éviter les problèmes dûs
aux lignes nodales.
Prenons l'exemple d'équation de mouvement d'un système mécanique projetée sur
l'espace des modes propres :
Identite.η¨(t) + φ
T .Ca.φ.η˙(t) + Ω
2.η(t) = φT .F.u(t) + φT .E.w(t) (4.5)
Si R, la matrice des commandes du système, et φT .Ca.φ sont des matrices diagonales,
nous obtenons les matrices G et H optimales suivantes [4] :
{
G = Ω2 − Ω.(Ω2 +R−1) 12
H = φT .Ca.φ− ((φT .Ca.φ)2 +R−1 + (2.Ω.(−Ω + (Ω2 +R−1) 12 ))) 12 (4.6)
Nous accédons ainsi directement à l'expression de chaque contrôle modal. Il s'agit
du grand avantage de cette méthode. Cependant, elle nécessite un réseau important de
transducteurs capables de mesurer et d'actionner chaque mode de manière indépendante
par rapport aux autres. De plus, les ﬁltres réels ainsi construits ne sont naturellement
pas idéaux. En eﬀet, ils ne permettront pas de ﬁltrer les modes résiduels. Nous aurons
éventuellement des eﬀets d'instabilité dûs aux phénomènes de spill-over. Par conséquent,
il est essentiel d'optimiser le placement et la forme des transducteurs de manière à réduire
au maximum les nombres de transducteurs utiles et de maximiser leur eﬃcacité.
4.2.3 Contrôle non-linéaire
Les stratégies de contrôle non-linéaires sont employées dans les deux cas principaux
décrits ci-dessous.
 La structure à contrôler possède un comportement fortement non-linéaire ou tel-
lement complexe que l'établissement d'un modèle n'est pas faisable. Les stratégies
classiques ont alors peu ou pas d'eﬀets sur le système mécanique. Par conséquent,
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il est nécessaire de proposer une méthode parallèle permettant de gérer cette dif-
ﬁculté. Une stratégie utilisant des règles de contrôle établies grâce aux théories de
la logique ﬂoue (fuzzy logic) peut être une réponse satisfaisante au problème posé
[5, 6]. L'intérêt de l'utilisation de la logique ﬂoue est la passage d'un raisonnement
classique binaire à un raisonnement en variables approximatives. Généralement, il
nous faut deux variables d'entrée : l'entrée à contrôler et sa dérivée. Un contrôleur
ﬂou classique se décompose en trois étapes principales :
1. la fuzziﬁcation des entrées. Il s'agit de l'évaluation des fonctions d'appartenances
des variables en entrée. Cette première étape du traitement du problème consiste
donc à modéliser chacune des entrées du système par des courbes donnant les degrés
d'appartenance à diﬀérents états identiﬁés.
2. le moteur d'inférence. Les fonctions de sortie sont évaluées grâce au tableau des
règles. Elles établissent le comportement du contrôleur (loi de contrôle) en sortie en
fonction des entrées constatées.
3. la défuzziﬁcation. Elle consiste en l'évaluation de la sortie du contrôleur ﬂou avec,
par exemple, le calcul du centre de gravité. Cette étape traduit la sortie du moteur
d'inférence en variables applicables sur les actionneurs employés sur la structure.
 Les actionneurs employés pour contrôler la structure ont une gamme d'eﬀorts ad-
missibles très réduite. L'exemple classique est le cas d'une valve pilotant la viscosité
d'un amortisseur. Il existe donc deux positions accessibles : ouvert ou fermé. Les
stratégies classiques ne sont naturellement plus adaptées à ce type de système. Une
loi de contrôle optimale construite suivant les règles d'un contrôle dit Bang-Bang
peut résoudre cette problématique [7, 8]. Nous considérons un contrôle optimal ν(t),
appartenant à un ensemble Υ borné par les limites des actionneurs (‖ ν(t) ‖≤ νmax).
Il a été démontré qu'il peut être atteint grâce à un contrôleur νbang(t) dont les valeurs
sont réduites aux frontières de Υ (‖ νbang(t) ‖= νmax).
4.2.4 Contrôle par placement des pôles
Nous avons montré dans le chapitre 2 que la stabilité du système en boucle fermée
est régie par l'expression (A − B.G(I − D.G)−1.C). En eﬀet, la stabilité du système est
assurée si le contrôleur maintient tous les pôles dans le demi-plan complexe à partie réelle
négative. Par ailleurs, plus la valeur de la partie réelle des pôles est éloignée de l'axe des
imaginaires pures, plus le système est amorti et, donc, dynamiquement stable. Le contrôle
par placement des pôles consiste, comme son nom l'indique, à calculer les pôles désirés et
la matrice de gains G nécessaire pour y accéder.
Les diﬃcultés de la méthode résident dans le nombre important d'entrées et de
sorties à gérer par le contrôleur et par le fait qu'il n'existe pas forcément d'application
bijective entre les pôles choisis et la matrice de gains G. De plus, la complexité mathéma-
tique à mettre en oeuvre limite l'utilisation de cette technique notamment en dynamique
des structures.
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4.2.5 Contrôle de Komornik
Il s'agit d'une loi de contrôle par retour d'état permettant d'agir en temps réel
sur une structure ﬂexible de manière simple et eﬃcace [9, 10]. Son approche suppose
la contrôlabilité exacte des équations aux dérivées partielles de mouvement modélisant le
système considéré et est fondée sur l'inversion de la matrice grammienne de contrôlabilité.
L'idée de la méthode est de contraindre l'énergie de la structure par le biais d'un taux
de décroissance. De nombreuses variantes de cette méthode ont été élaborées, notamment
pour le contrôle en déplacement d'un réglet sur une de ses frontières [11].
4.3 Amortissement actif colocalisé
Les stratégies précédemment présentées ont pour objectif d'atteindre la valeur op-
timale de la puissance moyenne de contrôle. Cependant, il demeure un problème évident
de robustesse. En fait, comment garantir, qu'au cours de son cycle de vie, le contrôleur
n'évoluera pas défavorablement jusqu'à provoquer l'instabilité du système ?
L'approche classique réside dans l'augmentation de l'amortissement structural soit
par contrôle actif soit, le cas échéant, par l'addition de matériaux passifs. Nous présentons
des méthodes de dissipation d'énergie inconditionnelles, donc robustes, aﬁn de stabiliser
le système sur lequel elles sont appliquées. De plus, elles ne nécessitent pas l'établissement
d'un modèle. Il n'y a donc pas de problèmes de Spill-over ni de robustesse à redouter.
Les stratégies d'amortissement actif représentent la plus grande partie des applica-
tions courantes de stabilisation de structures par contrôle actif. Du point de vue énergé-
tique, ces méthodes de stabilisation sont des sources ponctuelles de dissipation ajoutées au
système. Dans leur version colocalisée, ces stratégies sont théoriquement intrinsèquement
stables. Une paire d'actionneur et de capteur est dite colocalisée lorsqu'elle est physique-
ment au même endroit sur la structure et énergétiquement conjuguée comme, par exemple,
une force et un déplacement. Cette conﬁguration amène une alternance entre les pôles et
les zéros de la fonction de transfert associée au système (cf ﬁgure 4.2). Cette propriété
garantit la stabilité du système. En eﬀet, les extrema de phase de la structure restent
dans un intervalle de longueur pi (cf ﬁgure 4.3).
Depuis plusieurs années, de nombreuses études ont analysé diﬀérentes approches
d'amortissement actif fondées sur deux stratégies principales : l'Integral Force Feedback
(Rétroaction par retour de force intégrée) [12] et sa version duale, la stratégie Direct
Velocity Feedback (Rétroaction directe par retour de vitesse) [13]. Ces stratégies ont
pour vocation d'accroître l'opérateur d'amortissement dans l'équation de mouvement de
la structure. Les diﬀérences se localisent sur les types de grandeurs physiques des paires
d'actionneur et de capteur colocalisées employées. Les schémas d'implantation de ces
stratégies en vue de l'établissement d'un amortissement actif sont largement exposés dans
l'ouvrage d'André Preumont [12] (cf tableau 4.1).
4.3.1 Propriétés de l'amortissement colocalisé
Dans leur version colocalisée, les stratégies IFF et DVF garantissent la stabilité du
système en boucle fermée. Cette propriété émane de l'introduction systématique d'une
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Fig. 4.3  Diagramme de Bode de la poutre élancée entre le déplacement et la force de contrôle.
Grandeur Actionnement Actionnement Actionnement
physique par force par cisaillement par déplacement
Déplacement Direct Velocity F.
g.s
s+a
Vitesse Direct Velocity F.
g
Accélération Direct Velocity F.
g
s
Déformation Positive Position F.
−g.ω2f
s2+2.ξf .ωf .s+ω
2
f
Force Integral Force F.
−g
s
Tab. 4.1  Stratégies de contrôle actif colocalisées en fonction des grandeurs physiques des
actionneurs et des capteurs (exprimées en variables de Laplace) [12]
dissipation d'énergie dans la structure via le contrôle.
La méthode IFF nécessite une mesure de force t(x0, t) en un point de la structure
et un actionnement en déplacement au même point uIFF (x0, t). Dans le cas du DVF, la
mesure d'entrée est une vitesse u˙(x0, t) et l'actionneur délivre une force tDV F (x0, t).
Etablissons le bilan énergétique de ces contrôleurs :
 L'Integral Force Feedback
uIFF (x, t) = −gIFF .
∫
F (t)dt (4.7)
avec gIFF un gain de contrôle positif.
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Alors la puissance injectée par le contrôleur dans la structure s'écrit :
P (t) = F (t).u˙IFF (x, t) = −gIFF .F 2(t) ≤ 0 ∀ t (4.8)
Nous avons ainsi introduit un dissipateur robuste sur la structure par une straté-
gie IFF. La puissance dissipée est ici proportionnelle au carré de la force émis par
le capteur au point de contrôle.
 Le Direct Velocity Feedback
uDV F (x, t) = −gDV F .u˙(x, t) (4.9)
avec gDV F un gain de contrôle positif.
Alors la puissance injectée par le contrôleur dans la structure s'écrit :
P (t) = uDV F (x, t). ˙u(x, t) = −gDV F .u˙2(x, t) ≤ 0 ∀ t (4.10)
Nous avons également introduit un dissipateur robuste sur la structure par une
stratégie DVF. L'énergie dissipée est ici proportionnelle au carré de la vitesse de la
structure au point de contrôle.
Les équations (4.8) et (4.10) indiquent clairement que l'énergie du système mé-
canique homogène contrôlé décroît. La stabilité et la robustesse du système sont ainsi
assurées quelque soit le temps t considéré.
Les lois de contrôle sont théoriquement toujours stables sous l'hypothèse que le
contrôle est instantanément appliqué. Dans les faits, le retard d'application du contrôle
doit être très faible par rapport au temps de réponse de la structure. Nous l'avons observé
précédemment la puissance du contrôle est inconditionnellement négative. Par conséquent,
la stabilité est assurée. De plus, aucune erreur de modèle ou de phénomènes de spill-over
ne sont à craindre puisque l'établissement d'un modèle n'est pas nécessaire à l'application
de ces stratégies.
De nombreux travaux précisent les conditions d'utilisation et les caractéristiques de
ces méthodes. De nombreux exemples ont été étudiés dans la littérature [12, 1419].
4.3.2 Théorie de l'amortissement colocalisé
La méthode IFF nécessite une mesure de force en un point de la structure et un
actionnement en déplacement au même point uIFF (x, t). Dans le cas du DVF, la mesure
d'entrée est une vitesse et l'actionneur délivre une force tDV F (x, t).
Considérons, les équations de mouvement correspondant à un système mécanique
amorti quelconque :
A(u(x, t)) +B(u(x, t)) + ρ.∂
2u(x,t)
∂t2
= F x ∈ V0
Cn(u(x, t)) = t x ∈ SV0
Cd(u(x, t)) = u x ∈ Su{
Cn(u(x, t)) = t+ tDV F (x, t) x ∈ Sc
Cd(u(x, t)) = u+ uIFF (x, t) x ∈ Sc
(4.11)
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où
Sc : le bord du domaine sur lequel le contrôle est appliqué.
Les lois de contrôle s'écrivent, dans le cas général,{
tDV F (x, t) = −gDV F .∂u(x,t)∂t x ∈ Sc
uIFF (x, t) = −gIFF . ∫ Cn(u(x, t))dt x ∈ Sc (4.12)
De cette manière, nous sommes capables de modiﬁer l'opérateur d'amortissement
pour tout x ∈ Sc.
4.3.3 Limitations de l'IFF-DVF
Ces stratégies sont, malheureusement, non-optimales. Ce manque d'eﬃcacité pro-
vient principalement de la localisation spatiale de l'eﬀet amortissement. En eﬀet, le contrô-
leur se comporte comme un amortisseur visqueux local qui n'observe que la vibration du
point où il est implanté (x ∈ Sc). Il est donc essentiel d'étudier la forme et le placement des
transducteurs sur la structure à contrôler. Cette phase d'optimisation permet d'atteindre
au plus près le taux critique d'amortissement que ce type de stratégies ne peut dépasser
[12].
De plus, la colocalisation parfaite n'est pas possible. L'eﬃcacité du contrôle est
conditionnée par la distance entre l'actionneur et le capteur. Plus cette distance est im-
portante moins le contrôle est eﬃcace [20].
4.4 Méthodes d'optimisation primales - duales
Des techniques d'optimisation et d'analyse de sensibilité ont été développées pour
améliorer l'eﬃcacité des actionneurs et des capteurs, notamment de type piézoélectrique,
aﬁn de mieux contrôler le comportement des structures. Un panorama de ces méthodes
d'optimisation, plus précisément sur l'optimisation géométrique, est donné. Puis, une
méthode d'adaptation d'un critère est présentée et décrite. Cette adaptation nécessite
le passage dans l'espace dual aﬁn de se retrouver dans le cadre d'acceptation du critère
originel.
4.4.1 Etat de l'art
Les processus d'optimisation peuvent être appliqués à deux niveaux : soit sur l'ef-
ﬁcacité des lois du contrôle actif soit sur la forme et le placement des capteurs et des
actionneurs.
Les lois de contrôle actif ont été largement étudiées pour stabiliser des structures
mécaniques simples comme des poutres [21, 22] , des plaques [23, 24] ou des coques [25, 26]
au cours de ces dix dernières années. Une description des propriétés des diverses lois de
contrôle est présentée dans le livre d'André Preumont [12]. Un récapitulatif des avantages
et des inconvénients de ces approches y est formulé. Suivant les travaux de Lions [27]
sur la contrôlabilité exacte des équations aux dérivés partielles, de nouvelles stratégies
dédiées au contrôle des structures mécaniques complexes ont été développées comme, par
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exemple, les lois de contrôle de type Komornik [9, 10].
Il est également possible d'optimiser le placement et la forme des couches piézoélec-
triques employées. C'est sur ce point que, ces dernières années, les plus grands eﬀorts se
sont concentrés. Crawley et de Luis [28] ont émis l'idée d'un critère pour trouver le lieu
optimal d'un actionneur piézoélectrique pour une poutre encastrée-libre. Baz et Poh [29]
ont résolu le problème de l'optimisation, à la fois, du placement d'un actionneur possé-
dant une taille pré-déﬁnie et de la tension optimale nécessaire au contrôle. L'utilisation de
la méthode de contrôle dans l'espace modal indépendant modiﬁé (Modiﬁed Independent
Modal Space Control, MIMSC) où l'énergie des divers modes de la structure est estimée à
partir de l'histoire des vibrations. Une fois cette valeur déterminée, les gains de rétroaction
modaux optimaux du contrôleur sont calculés et seulement les modes possédant une haute
énergie sont contrôlés. Devasia et al [30] ont considéré le problème de l'optimisation de
placement et de taille des actionneurs piézoélectriques distribués sur une poutre uniforme.
Trois critères de performance sont étudiés :
 Cas de l'amortissement passif. La partie réelle des valeurs propres du système est
maximisée en fonction des paramètres géométriques de la structure et des patches
de contrôle.
 Cas du régulateur quadratique linéaire (LQR). Une fonction coût quadratique,
construite avec la solution de l'équation algébrique de Riccati [31] et les conditions
initiales du système, est maximisée.
 Cas de la grammienne de contrôlabilité. La contrôlabilité de tous modes est maxi-
misée.
Dhingra et Lee [32] ont étudié l'inﬂuence du placement des paires de capteurs et d'ac-
tionneurs et des gains de rétroaction sur la conception optimale des structures activement
contrôlées. Pour le cas de l'optimisation du placement de l'actionneur, diﬀérentes fonctions
coût et mesures d'eﬃcacité ont été également employées. Quelques chercheurs [33, 34] ont
également proposé de maximiser le critère de contrôlabilité en utilisant une mesure de la
matrice grammienne. Une fonction de coût quadratique tenant compte de l'erreur de me-
sure et de l'énergie de commande [35, 36] a été, de plus, considérée. Des recherches ont été
menées [37] sur l'inﬂuence de l'épaisseur d'un piézo-actionneur sur le contrôle des vibra-
tions d'une poutre encastrée-libre en utilisant la théorie des poutres de Euler-Bernoulli.
Meric et Saigal [38] ont dérivé les expressions de sensibilité de forme pour des structures
linéaires avec un champ mécanique et élastique couplé. De plus, la nature continue des
structures permet de choisir où les patches piézoélectriques sont à placer pour être les plus
performants possibles. Crawley [28] a tenté de trouver le placement optimal des action-
neurs piézoélectriques en determinant le lieu de plus haute deformation moyenne sur la
structure au cours du mouvement à contrôler. Les auteurs de [39] trouvent le placement
pour des paires d'actionneur-capteur piézoélectrique colocalisées sur une plaque mince en-
castrée à ces quatre bords. Cette optimisation est eﬀectuée en déterminant le lieu de haute
sensibilité de position pour chaque mode. Plusieurs chercheurs [4, 40, 41] utilisent l'opti-
misation quadratique des performances pour trouver la position optimale des actionneurs
et des capteurs piézoélectriques pour la suppression eﬀective des vibrations structurales.
Comme nous pouvons le constater dans la littérature, la plus grande attention a
été portée à l'optimisation géométrique de paires d'actionneur et de capteur tel que leur
placement, leur taille aussi bien que leur épaisseur. Mais l'optimisation de systèmes de
contrôle considérant conjointement le placement et la taille des patches piézoélectriques et
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les gains de contrôle de la boucle rétroaction du système c'est à dire de l'énergie nécessaire
au contrôle n'a été que rarement étudiée [20, 42].
4.4.2 Optimisation de l'amortissement colocalisé
Nous proposons d'adapter un critère [42], développé pour le cas de l'IFF, aﬁn d'op-
timiser les paramètres géométriques des patches piézoélectriques utilisées lors d'une stra-
tégie DVF. Cette démarche est intéressante car le DVF est une stratégie non causale. Il
n'existe pas de système d'état associé. Cette méthode de contrôle est, par conséquent,
diﬃcilement "optimisable" dans sa formulation primale.
Le critère prend en compte à la fois l'eﬃcacité du contrôle en termes de facteur
d'amortissement maximal et l'énergie dépensée par la stratégie de contrôle. Nous em-
ployons les propriétés de dualité des stratégies IFF et DVF [43] aﬁn de se placer dans
le cadre d'acceptation du critère d'optimisation originel. L'ensemble de la démarche est
appliqué au cas test de la poutre élancée sur laquelle est implantée une paire de actionneur-
capteur piézocéramique idéalement colocalisée (cf ﬁgure 4.4).
Nous considérons une poutre de type Euler-Bernoulli (cf ﬁgure 4.4) sur laquelle nous
plaçons un actionneur et un capteur piézoélectriques parfaitement colocalisés. La condition
h >> hp nous permet de faire l'hypothèse de l'invariance des paramètres caractéristiques
de la poutre (module d'Young, masse volumique, moment quadratique, etc...).
xp
hp
h
l
L
hp
z
x
y
Fig. 4.4  Système mécanique étudié : une poutre encastrée-libre avec deux patches piézoélec-
triques colocalisés.
Mise en équations
Aﬁn de simpliﬁer les calculs analytiques, nous utilisons les hypothèses de Kirchhoﬀ-
Love. Cependant, nous gardons à l'esprit les restrictions précédemment énoncées. La mise
en équations du système primal est eﬀectuée à partir de l'équation générique suivante [4] :
E.I.
∂4w(x, t)
∂x4
+ ρ.S.
∂2w(x, t)
∂t2
=
h
2
.e31.l.V.
∂2P (x, xp)
∂x2
(4.13)
+
{
w(0, t) = 0 ∂w(0,t)
∂x
= 0
∂2w(L,t)
∂x2
= 0 ∂
3w(L,t)
∂x3
= 0
(4.14)
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avec
E : le module d'Young (N.m−2).
I : le moment quadratique (m4).
w(x, t) : le mouvement suivant l'axe −→z (m).
ρ : la masse volumique du système (Kg.m−3).
S : l'aire d'une section (m2).
l : la largeur de la poutre (m).
e31 : le coeﬃcient piézoélectrique des couches PZT (N.m−1.V −1).
V : le potentiel électrique appliqué aux bornes de l'actionneur (V ).
P (x, , xp) = H(x)−H(x− xp)
La fonction de polarisation P représente, à la fois, la polarisation et la localisation
de la couche piézoélectrique sur laquelle se situe l'électrode supérieure.
P(x)
x
1
0
xp L
Fig. 4.5  Distribution de Heaviside de polarisation et de localisation du matériau piézo-
électrique
Après l'application de la déﬁnition de la distribution de Heaviside P, nous obtenons
donc l'équation suivante :
E.I.
∂4w(x, t)
∂x4
+ ρ.S.
∂2w(x, t)
∂t2
=
h
2
.e31.l.V.(δ´(x)− δ´(x− xp)) (4.15)
De plus, les conditions aux limites de la structure étudiée sont les suivantes :{
w(0, t) = 0 ∂w(0,t)
∂x
= 0
∂2w(L,t)
∂x2
= 0 ∂
3w(L,t)
∂x3
= 0
(4.16)
Formulation faible du problème primal
Formulation faible globale
Nous considérons un déplacement virtuel admissible ∀w˜ ∈ {H2[0, L]/w˜(0) = ∂w˜∂x (0) =
0}∫ L
0
E.I.
∂4w(x, t)
∂x4
.w˜dx+
∫ L
0
ρ.S.
∂2w(x, t)
∂t2
.w˜dx =
h
2
.e31.l.V.
∫ L
0
(δ´(x)− δ´(x− xp)).w˜dx
(4.17)
Nous procédons à une double intégration par parties et nous obtenons, après appli-
cation des conditions aux limites (4.16), l'équation suivante :∫ L
0
E.I.
∂2w(x, t)
∂x2
.
∂2w˜(x, t)
∂x2
dx+
∫ L
0
ρ.S.
∂2w(x, t)
∂t2
.w˜dx = −h
2
.e31.l.V.(
∂w˜(xp, t)
∂x
) (4.18)
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Formulation faible par décomposition
A présent, nous décomposons la poutre en deux parties : l'une avec les patches pié-
zoélectriques ([0 xp]) et l'autre nue ([xp L]).
 Poutre 1 (]0 xp[)
Nous considérons un déplacement virtuel admissible ∀w˜1 ∈ {H2[0 xp]/w˜1(0) =
∂w˜1
∂x
(0) = 0} ∫ xp
0
E.I.
∂4w(x, t)
∂x4
.w˜1dx+
∫ xp
0
ρ.S.
∂2w(x, t)
∂t2
.w˜1dx = 0 (4.19)
Nous procédons à une double intégration par parties et nous appliquons la même
démarche que précédemment et nous obtenons l'équation suivante :
E.I.∂
3w−(xp,t)
∂x3
.w˜1(xp)− E.I.∂2w−(xp,t)∂x2 .∂w˜1(xp)∂x
+
∫ xp
0 E.I.
∂2w(x,t)
∂x2
.∂
2w˜1
∂x2
dx+
∫ xp
0 ρ.S.
∂2w(x,t)
∂t2
.w˜1dx = 0
(4.20)
 Poutre 2 (]xp L[)
Nous considérons un déplacement virtuel admissible ∀w˜2 ∈ H2[xp L]∫ xp
0
E.I.
∂4w(x, t)
∂x4
.w˜2dx+
∫ xp
0
ρ.S.
∂2w(x, t)
∂t2
.w˜2dx = 0 (4.21)
Après application de la méthode citée ci-dessus, l'équation résultante s'écrit :
−E.I.∂3w+(xp,t)
∂x3
.w˜2(xp) + E.I.
∂2w+(xp,t)
∂x2
.∂w˜2(xp)
∂x
+
∫ xp
0 E.I.
∂2w(x,t)
∂x2
.∂
2w˜2
∂x2
dx+
∫ xp
0 ρ.S.
∂2w(x,t)
∂t2
.w˜2dx = 0
(4.22)
 Assemblage
Nous additionnons les équations (4.20) et (4.22) et nous supposons que w˜2(xp) =
w˜1(xp) = w˜(xp) et ∂w˜2∂x (xp) = ∂w˜1∂x (xp) = ∂w˜∂x (xp). Ainsi, nous obtenons la relationsuivante,∀w˜ ∈ H2[0 L]/w˜(0) = ∂w˜∂x (0) = 0} :
w˜(xp).(E.I.
∂3w−(x,t)
∂x3
− E.I.∂3w+(x,t)
∂x3
) + ∂w˜(xp)
∂x
.(E.I.∂
2w+(x,t)
∂x2
− E.I.∂2w−(x,t)
∂x2
)
+
∫ L
0 E.I.
∂2w(x,t)
∂x2
.∂
2w˜
∂x2
dx+
∫ L
0 ρ.S.
∂2w(x,t)
∂t2
.w˜dx = 0
(4.23)
Comparaison entre les deux formulations faibles
Si nous comparons (4.18) et (4.23), nous avons accès à la forme variationnelle suivante
,∀w˜ ∈ {H2[0, L]/w˜(0) = ∂w˜∂x (0) = 0} :
h
2
.e31.l.V.(
∂w˜(xp,t)
∂x
) =
w˜(xp).(E.I.
∂3w−(x,t)
∂x3
− E.I.∂3w+(x,t)
∂x3
) + ∂w˜(xp)
∂x
.(E.I.∂
2w+(x,t)
∂x2
− E.I.∂2w−(x,t)
∂x2
)
(4.24)
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Nous pouvons choisir w˜(xp) = 0.
h
2
.e31.l.V.(
∂w˜(xp,t)
∂x
) = ∂w˜(xp)
∂x
.(E.I.∂
2w+(x,t)
∂x2
− E.I.∂2w−(x,t)
∂x2
) (4.25)
⇐⇒ h
2
.e31.l.V = (E.I.
∂2w+(x,t)
∂x2
− E.I.∂2w−(x,t)
∂x2
) (4.26)
Il apparaît clairement que le patch piézoélectrique actionneur injecte un saut de
moment.
Récapitulatif du système primal
Nous pouvons scinder le système d'équations en considérant les parties de la poutre
avec et sans couches piézoélectriques.
Poutre 1(]0 xp[) Poutre 2(]xp L[)
E.I.
∂4w1(x, t)
∂x4
+ ρ.S.
∂2w1(x, t)
∂t2
= 0 E.I.∂
4w2(x,t)
∂x4
+ ρ.S.∂
2w2(x,t)
∂t2
= 0 (4.27)
w(0, t) =
∂w(0, t)
∂x
= 0 ∂
2w(L,t)
∂x2
= ∂
3w(L,t)
∂x3
= 0 (4.28)
Les conditions de continuité au point de jonction xp sont les suivantes :
w1(xp) = w2(xp),
∂w1
∂x
(xp) =
∂w2
∂x
(xp),
∂2w1
∂x2
(xp) =
∂2w2
∂x2
(xp) +
h
2.E.I
.e31.l.V,
∂2w1
∂x2
(xp) =
∂2w2
∂x2
(xp)
(4.29)
De plus, l'information émise par le capteur dans le système primal est proportion-
nelle à la rotation de la section située en x = xp. Elle peut se mettre sous la forme générale
y = β.∂w(xp)
∂x
.
y est proportionnel à une rotation. L'actionneur injecte un moment de ﬂexion en
ce même point. Par conséquent, la loi de contrôle à mettre en place est du type Direct
Velocity Feedback. La force de contrôle s'écrit donc u = −G.∂y
∂t
avec G le gain de contrôle
positif.
Formulation duale du problème
A présent, nous considérons comme variable le moment Me = E.I.∂2w(x,t)∂x2 . Nousétablissons les équations découplées décrivant le système dual.
Poutre 1(]0 xp[) Poutre 2(]xp L[)
E.I.
∂4Me1
∂x4
+ ρ.S.
∂2M1e
∂t2
= 0 E.I.∂
4Me2
∂x4
+ ρ.S.∂
2Me2
∂t2
= 0 (4.30)
Me2(L, t) =
∂Me2(L, t)
∂x
= 0 ∂
2Me1(0,t)
∂x2
= ∂
3Me1(L,t)
∂x3
= 0 (4.31)
Les conditions de continuité au point de jonction xp sont
∂Me1
∂x
(xp) =
∂Me2
∂x
(xp), Me1(xp)−Me2(xp) = δMe = h2 .e31.l.V (4.32)
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Remarque : ∂2Me
∂x2
et ∂3Me
∂x3
sont continues en xp car ∂2w∂t2 et ∂3w∂x2∂t le sont.
La sortie du système dual
L'information émise par le capteur dans le système primal peut se mettre sous la
forme suivante :
y = β.
∂w(xp)
∂x
(4.33)
Comme ∂2Me(x,t)
∂x2
= −ρ.S.∂2w(x,t)
∂t2
, nous obtenons donc dans la formulation duale :
y¨ = − β
ρ.S
.
∂3Me(xp, t)
∂x3
(4.34)
Pour introduire la condition de Dirichlet dans le système, nous employons une mé-
thode de Courant c'est à dire que nous imposons une condition supplémentaire de type
Robin-Fourier via un paramètre de pénalisation ke. Par conséquent, nous écrivons :
−E.I.∂3Me1(xp,t)
∂x3
= −ke.(Me1(xp, t)−Me2(xp, t)− δMe(xp, t))
et
−E.I.∂3Me2(xp,t)
∂x3
= ke.(Me2(xp, t)−Me1(xp, t) + δMe(xp, t))
(4.35)
Il en résulte que si ke −→ +∞ alors Me1(xp, t)−Me2(xp, t) −→ δMe(xp, t). Mécani-
quement, le paramètre de pénalisation ke entre Me1(xp, t) et Me2(xp, t) peut être assimilé
à un "ressort de force".
Nous pouvons vériﬁer que la formulation duale avec la condition de Fourier est équi-
valente à la formulation primale (cf Annexe 1).
Récapitulatif du système dual
Nous considérons un moment virtuel admissible ∀m˜ ∈ {H2[0, L]/m˜(L) = ∂m˜∂x (L) =
0}. Comme nous l'avons fait précédemment, nous décomposons la poutre en deux parties :
l'une avec les patches piézoélectriques ([0 xp]) et l'autre nue ([xp L]).Ensuite, nous pro-
cédons à une double intégration par parties et à l'application des conditions aux limites.
Nous obtenons la relation assemblée suivante :∫ L
0 E.I.
∂2Me(x,t)
∂x2
.∂
2m˜
∂x2
dx+
∫ L
0 ρ.S.
∂2Me(x,t)
∂t2
.m˜dx
= −ke.(Me1(xp, t)−Me2(xp, t)− δMe(xp, t)).m˜(xp) (4.36)
A partir de l'équation décrivant la condition de Fourier (4.35) et de l'équation (4.34),
nous obtenons la relation suivante :
y¨ = − β
ρ.S∗E.I .ke.(Me1(xp, t)−Me2(xp, t)− δMe(xp, t)) (4.37)
Après la discrétisation des équations (4.37) et(4.36), par exemple, par une méthode
éléments ﬁnis, et en considérantMe1(xp, t)−Me2(xp, t) =Me(xp, t), le système dual s'écrit
donc :
Msysteme.M¨e +Ksysteme.Me = b.ke.δMe(t) (4.38)
y¨ = − β
ρ.S.E.I
.ke.(b
T .Me(t)− δMe(t)) (4.39)
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avec
b : un vecteur booléen localisant le noeud de jonction
Posons Y = y¨, nous obtenons, en terme de variables de Laplace :
[Msysteme.s
2 +Ksysteme].M˜e = b.ke. ˜δMe (4.40)
Y˜ = − β
ρ.S.E.I
.ke.(b
T .M˜e − ˜δM e) (4.41)
y¨ est proportionnel à une accélération de rotation. L'actionneur injecte un moment
de ﬂexion en ce même point. Par conséquent, la stratégie DVF devient, dans sa version
duale, un contrôle de type Integral Force Feedback. La force de contrôle s'exprime sous
la forme δMe(xp, t)) = −G. ∫ y¨(xp, t).dt avec G le gain positif de contrôle.
L'expression des deux formulations nous montre la dualité entre les stratégies IFF et
DVF sur une poutre en ﬂexion. Ainsi, les propriétés démontrées pour l'une d'elles seront
duales pour l'autre. Nous avons mis, en eﬀet, l'accent sur la dualité qui existe entre les
conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann.
Loi de contrôle
Y˜ est une accélération de rotation. L'actionneur injecte un moment de ﬂexion en
ce même point. Par conséquent, nous allons mettre en place un contrôle de type Integral
Force Feedback avec G > 0.
˜δMe = k
−1
e .G.
1
s
.Y˜ (4.42)
Nous écrivons l'équation régissant le comportement du système contrôlé homogé-
néisé dans l'espace de Laplace en éliminant Y˜ de (4.41) et (4.45) et en substituant ˜δM(t)
dans (4.40) :
[Msysteme.s
2 + (Ksysteme − b.ke.G.γ.b
T
s.I +G.γ.s
)].M˜ = 0 (4.43)
avec
γ = − β
ρ.S.E.I
Lorsque ‖G‖ −→ +∞, l'équation (4.43) devient :
[Msysteme.s
2 + (Ksysteme − b.ke.bT )].M˜ = 0 (4.44)
Dans ce cas précis, les moments du système sont désolidarisés au point de jonction
car le "ressort de force" liant les moments a été retiré.
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Critère d'optimisation
Le critère [42] est fondé sur une étude de sensibilité des pôles du système en fonction
du gain de contrôle pour une loi de type IFF. Nous réécrivons les relations précédentes
sous forme matricielle.[
s2.Msysteme +Ksysteme −b.ke
−G.γ.bT (s.I +G.γ)
]
.
[
M˜e
˜δMe
]
=
[
0
0
]
(4.45)
Nous projetons l'équation sur l'espace modale M˜e = φ.m et posons G = g.IN avec
g > 0, l'équation ci-dessus peut s'écrire :
[
s2.IN + Ω
2 −φT .b.ke
−g.γ.bT .φ (s.+ g.γ).IN
]
.
[
m
˜δMe
]
=
[
0
0
]
(4.46)
Le système d'équations couplées peut être découplé en séparant les variables ˜δMe et
m. Nous obtenons ainsi une équation liée aux états du système et une autre au contrôleur.
Les deux matrices obtenues sont non-diagonales. En eﬀet, il subsiste des termes de
couplage extra-diagonaux. Il est courant de simpliﬁer ces expressions en les considérant
à diagonale dominante. Néanmoins, cette approximation devient caduque pour de grands
gains g. Par conséquent, pour conserver cette approximation, nous considérerons, par la
suite, que g reste faible.
Nous allons, à présent, étudier la sensibilité des pôles du système contrôlé pour des
variations de g autour de zéro.
Nous introduisons la matrice des pulsations propres modiﬁées [12] ω = diag(ωi) telle
que :
ω2i = Ω
2
i .(1− νi) = Ω2i − φT .b.ke.bT .φ (4.47)
L'expression de l'évolution des pôles mécaniques du système non-contrôlé avec g
proche de 0 s'écrit, au premier ordre en g :
s0mi = −g.
Ω2i − ω2i
2.Ω2i
± j.Ωi (4.48)
L'expression des pôles peut de la même manière être exhibée [42]. Nous avons ainsi
l'évolution, au premier ordre en g, des n pôles associés au contrôleur :
s0cj = g.γ.(ke.Lj − 1) (4.49)
avec
bT .K−1systeme.b.ψ = ψ.L (4.50)
L'opérateur bT .K−1systeme.b est l'opérateur de Neumann-Dirichlet ou le complément
dual de Schur associé à la distribution des transducteurs sur la structure mécanique dans
l'espace dual.
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Les pôles s0cj sont liés à la réponse des n intégrateurs utilisés pour générer le signal decontrôle. Ils doivent rester strictement négatifs aﬁn de garantir la stabilité du système. De
plus, de manière à limiter le niveau de δMe imposé, nous devrons maximiser |s0cj|j=1,...,n.Plus les valeurs propres Lj seront proches de 1/ke, plus lente sera la décroissance éner-
gétique du signal de contrôle et plus le contrôle du δMe associé sera grand. Ces valeurs
propres, regroupées dans la matrice L = diag(Li)i=1,...,nsont celles de l'opérateur statique
de compliance, colocalisées sur les transducteurs. Le facteur ke.Lj − 1 = Lj−
1
ke
1
ke
représente
la fraction apparente de compliance du système complet par rapport à la compliance des
actionneurs.
Aﬁn de stabiliser la structure au mieux, nous devrons essayer de maximiser |Re(smi)|
en augmentant la distance entre la fréquence naturelle initiale Ωi et la fréquence modiﬁée
ωi associée (cf équation (4.47)). Cette diﬀérence dépend du ratio entre les impédances
mécaniques du système et des tranducteurs. Plus les transducteurs seront raides, plus
rapide sera le mouvement de chaque pôle vers son point optimal sur la boucle.
A ce point, il devient clair qu'un compromis entre les niveaux de contrôle et les
niveaux de stabilisation est nécessaire. D'une part, des tranducteurs raides devraient être
plus rapides pour atteindre un fort amortissement des modes mécaniques mais le coût
énergétique à supporter sera grand. D'autre part, des transducteurs plus ﬂexibles ne de-
manderont pas une grande débauche d'énergie mais l'amortissement modal induit ne sera
pas grand. Il nous faut déﬁnir des critères structuraux pour optimiser le système. Nous
proposons le critère modal suivant :
Ji =
Ω2i − ω2i
2.Ω2i
.minj=1,...,n(ke.Lj − 1), i = 1, ..., N (4.51)
Les variables de placement associées au critère sont les pulsations naturelle de la
structure complète Ω = diag(Ωi), la pulsation modiﬁée ω = diag(ωi) déﬁnie dans l'équa-
tion (4.47), la raideur équivalente ke de la conﬁguration des tranducteurs et les valeurs
propres Lj de ke.bT .K−1systeme.b comme déﬁnies en (4.50).
Le rapport Ω2i−ω2i
2.Ω2i
évalue la sensibilité de l'amortissement modal du système méca-
nique.minj=1,...,n(ke.Lj−1)mesure le plus mauvais niveau d'énergie nécessaire au contrôle
de la structure.
En complément des paramètres {ωi}i=1,...,n introduits dans des travaux ultérieurs,
nous désirons une fois encore souligner l'importance des valeurs propres {Lj}j=1,...,n qui
permet d'optimiser les paramètres géométriques du système (placement et dimensions).
De plus, nous rappelons que ce critère n'est viable que pour des gains de contrôle relati-
vement faibles.
Il est à noter que la relation (4.38) est une équation représentative, base du critère,
que nous rencontrons dans la mise en équation de systèmes d'amortissement passif tel que
le shuntage résistif ou "semi-passif" comme rencontré dans le shuntage de circuit inductif.
Par conséquent, il est possible d'appliquer ce critère d'optimisation à ces stratégies.
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Exemple numérique
Prenons une poutre en aluminium de masse volumique 2700 Kg.m−3 et de module
d'Young 70 Gpa (cf ﬁgure 4.4). Ses dimensions sont 50 mm de longueur, 10 mm de largeur
et 4 mm d'épaisseur. Ce modèle, fondé sur une formulation éléments ﬁnis est implanté
dans le logiciel Femlab c© couplé avec le logiciel Matlab c©.
Nous optimisons, grâce au critère, la longueur des transducteurs en vue du contrôle
du premier mode propre. La valeur optimale obtenue (cf ﬁgure 4.6) est xp = 25mm.
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Fig. 4.6  Valeurs du critère sur le premier mode en fonction de la longueur des transducteurs
Pour évaluer la tension nécessaire à la plus forte stabilisation (ξ=87,1 %, cf ﬁgure
4.7) du premier mode, nous appliquons en bout de poutre une perturbation en bruit blanc.
Cette force dirigée suivant l'axe −→z est d'amplitude 1 NRms. Par résolution de l'équation
de Lyapunov déﬁnie à partir des relations (4.38), nous obtenons la valeur de la tension
Rms nécessaire égale à 224 V.
Sur la ﬁgure 4.7, nous comparons les niveaux d'amortissement atteints dans le cas
d'une longueur de transducteurs optimisée et dans celui d'un recouvrement complet de
la poutre. Le recouvrement complet est un résultat que nous pourrions intuiter. L'ac-
tionnement par une couche piézoélectrique est équivalent au placement d'un moment de
ﬂexion en limite de ﬁlm. Un moment en bout de poutre pourrait eventuellement donner
le meilleur résultat.
Prenons le gain lié au taux d'amortissement maximal (30 %) obtenu avec xp =
50mm. La tension nécessaire est de 490,5 V. Appliquons le gain adéquat au cas optimisé
de manière à obtenir une valeur d'amortissement de 30 %. La tension de contrôle est de
344,5 V. La nécessité et l'utilité d'une telle optimisation s'imposent.
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Fig. 4.7  Lieux d'Evans des trois premiers modes des structures avec des longueurs de trans-
ducteurs de 25 mm (traits continus) et de 50 mm (traits pointillés)
4.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous abordons les méthodes de stabilisation actives communément
mises en oeuvre. Nous rappelons, notamment, les caractéristiques des stratégies d'amortis-
sement actif colocalisées. De plus, nous soulignons l'importance de la phase d'optimisation
particulièrement sur le placement et la géométrique des transducteurs piézoélectriques.
Le travail sur l'optimisation exhibe une méthode d'adaptation d'un critère d'optimisation
structurale, destiné à un contrôle IFF, aﬁn de l'appliquer à une stratégie de type DVF.
La simplicité de la méthode d'adaptation permet d'étendre le champ d'application du
critère de l'IFF au DVF sur des structures possédant la même classe d'équations aux
dérivées partielles qu'une poutre. Nous pensons notamment aux structures multipoutres
ou plaques. Par ailleurs, le cas des coques pourrait également être traité.
Le second champ d'investigation étudié est l'isolation active de structures. Dans
cette thématique, le problème est de créer une liaison mécanique entre plusieurs solides.
Cette impédance doit posséder les propriétés nécessaires au bon fonctionnement de l'en-
semble. Le transfert vibratoire peut être choisi nul, total ou partiel suivant certaines
directions.
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Chapitre 5
Les méthodes d'isolation active
5.1 Introduction
Nous dénombrons deux grandes classes de problèmes pour lesquels l'isolation vibra-
toire est essentielle :
 un composant ﬁxé sur une structure génére des vibrations. Ces ondes peuvent se
propager dans toute la structure occasionnant le dysfonctionnement de composants
adjacents ou des problèmes de tenue en contrainte du support.
 un élément sensible est placé sur une structure porteuse vibrante. Ces vibrations
peuvent parasiter les performances de l'élément voire l'endommager.
Il existe de nombreuses stratégies d'isolation passive (adjonction d'élastomères, utili-
sation d'alliage à mémoire de forme, adaptation d'impédance mécanique,...) [14]. Cepen-
dant, ces systèmes de suspension classiques perdent leur eﬃcacité en hautes fréquences,
souvent dans la gamme des fréquences parasites à la source des problèmes.
Nous considérons une suspension standard simpliﬁée comme représentée sur la ﬁgure
5.1.
MASSE M
K C
Ws
Wu
Fig. 5.1  Suspension simple "Masse-Ressort-Amortisseur"
La fonction de transfert du système, c'est à dire le rapport entre l'accélération de
la masse (W¨s) et l'accélération imposée au support (W¨u) s'écrit en variables de Laplace :
(W¨ )s
(W¨ )u
=
s.C +K
s2.M + s.C +K
(5.1)
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avec 
K : la raideur de la suspension (en N.m−1),
M : la masse de la structure (en Kg),
C : l'amortissement induit par la suspension (en Kg.s−1).
L'objectif de toute suspension est de limiter l'accélération du système à isoler dans
la gamme des fréquences de sollicitation. Observons le comportement du système, via sa
fonction de transfert, lorsque nous faisons varier le facteur d'amortissement ξ = C
2
.
√
(M
K
)
(cf ﬁgure 5.2).
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Fig. 5.2  Evolution de la fonction de transfert pour diﬀérentes valeurs de ξ = C2 .
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Bien évidemment, les surtensions modales (ou pics de résonance) s'atténuent lors
de l'augmentation de l'amortissement du système. Par conséquent, le phénomène de réso-
nance est moins ressenti par l'élément à isoler. Cependant, cet eﬀet se traduit également
par une diminution de la coupure en hautes fréquences. En eﬀet, la valeur de cette cou-
pure évolue de -40dB/décade, avec ξ = 0, vers -20 dB/décade, avec ξ 6= 0. Il s'en suit une
mauvaise isolation dans cette gamme de fréquences. Il est ainsi obligatoire de baisser la
fréquence de coupure pour redonner de bonnes propriétés à la suspension. Cette modiﬁ-
cation s'eﬀectue en limitant la raideur de la liaison ce qui entraîne une perte de stabilité
en basses fréquences. En déﬁnitive, le compromis classique réside dans le ratio entre la
raideur et l'amortissement de la liaison.
Une solution active peut oﬀrir de meilleurs compromis sur les propriétés contra-
dictoires de la liaison [1], notamment lorsque la raideur de la suspension ne peut être
modiﬁée. C'est le cas dans les domaines où le dimensionnement statique est prioritaire
(problème de tenue en service, de sécurité ou de précision). La stratégie active la plus
Les méthodes d'isolation active 111
communément utilisée est celle dite du "sky-hook" [5]. Il s'agit d'une méthode stable et
robuste. De plus, elle permet eﬀectivement de résoudre le compromis d'isolation : limiter
les surtensions et garantir une bonne valeur de coupure en hautes fréquences du système.
5.2 Isolateur "Sky-hook"
Dans cette partie, nous allons considérer les principes fondamentaux de l'isolation
sur un cas simple à un degré de liberté de type "Masse-Ressort-Amortisseur".
5.2.1 Isolateur "Sky-hook" sans dynamique interne
La stratégie du "sky-hook" consiste à placer dans la suspension, par le biais du
contrôle actif, un amortisseur supplémentaire lié à un repère galiléen ﬁxe (cf ﬁgure 5.3).
MASSE M
K C
Ws
Wu
Ch
Fig. 5.3  Suspension "sky-hook" équivalente.
La relation (5.1) est modiﬁée et s'écrit de la manière suivante :
(W¨ )s
(W¨ )u
=
s.C +K
s2.M + s.(C + Ch) +K
(5.2)
avec
Ch : l'amortissement induit par l'amortisseur "sky-hook" (en Kg.s−1).
Dans la ﬁgure 5.4, nous comparons l'évolution de la fonction de transfert pour
diﬀérentes valeurs de ξ = C
2
.
√
(M
K
) et de ξh = Ch2 .
√
(M
K
). Nous observons clairement, dans
le cas du "sky-hook" (ξ = 0 et ξh = 30%), une diminution de la surtension modale sans
dégradation du comportement en hautes fréquences. La coupure en hautes fréquences est
donc maintenue.
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Fig. 5.4  Evolution de la fonction de transfert pour diﬀérentes valeurs de ξ = C2 .
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(MK ) et de
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La mise en oeuvre de cette méthode d'isolation s'eﬀectue grâce à la mesure d'une
grandeur absolue (liée à un repère galiléen ﬁxe) telle qu'une accélération, une force de ré-
action ou, éventuellement, une vitesse ou un déplacement absolus dans le repère considéré.
Les diverses variantes du "sky-hook" ont été largement exposées dans [6]. Développons la
stratégie "sky-hook" par retour de force de réaction (cf ﬁgure 5.5).
MASSE M
K C
Ws
Wu
  Signal de
   contrôle
capteur de force F
-g/s
u
Fig. 5.5  Isolateur "sky-hook" par retour de force de réaction.
Nous établissons l'équation de mouvement du système décrit en ﬁgure 5.5. La force F
mesurée par le capteur est, selon le principe fondamental de la dynamique, proportionnelle
à l'accélération subie par la masse suspendue M.
(W )s.s
2.M = −((W )s − (W )u).(s.C +K) + u = F (5.3)
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La loi de contrôle appliquée est un Integral Force Feedback. Nous pouvons la traduire
de la manière suivante :
u =
−g
s
.F (5.4)
Nous utilisons les relations (5.5) et (5.4) pour déduire la fonction de transfert globale
de la structure.
(W )s
(W )u
=
(W¨ )s
(W¨ )u
=
s.C +K
s2.M + s.(C + g.M) +K
(5.5)
Nous proﬁtons ainsi des propriétés de stabilité et de robustesse de la méthode IFF
colocalisée.
5.2.2 Isolateur "Sky-hook" avec dynamique interne
A présent, nous traitons le cas d'un composant à isoler possédant une dynamique
interne. Nous reprenons les principales stratégies "sky-hook" employées : la méthode avec
une mesure de l'accélération absolue de l'élément à isoler (cf ﬁgure 5.6) et celle avec une
mesure de la force perçue par le composant à isoler (cf ﬁgure 5.7).
MASSE M
K C
Ws
Wu
  Signal de
   contrôle
Accéléromètre
-g/s
u
K1 C1
W1
Partie flexible
MASSE m1
MASSE m
Fig. 5.6  Isolateur "sky-hook" par retour d'accélération d'un élément ﬂexible.
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MASSE M
K C
Ws
Wu
  Signal de
   contrôle
capteur de force F
-g/s
u
K1 C1
W1
Partie flexible
MASSE m1
MASSE m
Fig. 5.7  Isolateur "sky-hook" par retour de force de réaction d'un élément ﬂexible.
Pour l'étude, nous mettons en équation les deux systèmes en considérant que les
raideurs k et k1 sont égales et les amortissements sont pris nuls. Nous obtenons les relations
suivantes :
(W¨ )s
u
=
m1.m.s
4 + k.m.s2
M.m1.m.s4 + (k.M.m1 + 2.k.m.m1 + k.M.m).s2 + k2.(M +m+m1))
(5.6)
F
u
=
M.m1.m.s
4 + (k.M.m+ k.m1.m).s
2
M.m1.m.s4 + (k.M.m1 + 2.k.m.m1 + k.M.m).s2 + k2.(M +m+m1))
(5.7)
Il est à noter que l'équation (5.6) est à relier à la ﬁgure 5.6 et l'équation (5.7) à la
ﬁgure 5.7.
Pour analyser le comportement des deux stratégies, nous considérons deux situations
extrêmes à une raideur constante :
 la dynamique interne du système est considérée faible c'est à dire que M
m1
= 10.
 la dynamique interne du système est considérée forte c'est à dire que M
m1
= 0.1.
Ces valeurs nous donnent la possibilité de tracer les lieux d'Evans de ces situations cri-
tiques.
Dans le cas d'une ﬂexibilité faible (cf ﬁgure 5.8), le comportement général des struc-
tures diﬀère peu de celui de structures rigides. Les lieux d'Evans des deux méthodes sont
similaires, avec une paire de pôle/zéro haute sur l'axe des imaginaires. La diﬀérence ma-
jeure se situe sur la distance entre ce pôle et ce zéro. Celle-ci est bien plus grande avec
une stratégie par retour d'accélération. Il en résulte que cette stratégie produit un amor-
tissement du mode supérieure plus important.
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Fig. 5.8  Lieux d'Evans du système d'isolation pour une structure peu ﬂexible avec un retour
d'accélération (trait pointillé) et un retour de force (trait plein).
Pour la structure à forte ﬂexibilité (cf ﬁgure 5.9), le lieu d'Evans (root locus) est
sensiblement changé. La stratégie par retour de force conserve une alternance pôle/zéro
lui conférant un bon amortissement et donc une bonne stabilité. En revanche, cette pro-
priété est perdue dans le cas d'une rétroaction par retour d'accélération. En eﬀet, le mode
inférieur dérive immédiatement dans le demi-plan des valeurs à partie réelle positive et
devient, par conséquent instable.
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Fig. 5.9  Lieux d'Evans du système d'isolation pour une structure fortement ﬂexible avec un
retour d'accélération (trait pointillé) et un retour de force (trait plein).
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Il est nécessaire de bien connaître la structure à isoler, en termes de ﬂexibilité, de
manière à opter pour la stratégie amenant les meilleurs résultats possibles. De plus, ce
type de stratégies s'avèrent très eﬃcaces en termes de performances pour des fréquences
de travail situées après la résonance de l'isolateur. Cependant, il peut être gênant lorsque
le dimensionnement de la partie "passive" de l'isolateur ne peut être modiﬁé pour des
raisons de fonctionnement ou de tenue.
5.3 Méthodes générales de suspension
Il existe des stratégies de suspension fondées sur le principe de l'isolateur sky-hook
[5] permettant d'agir sur une gamme de fréquences plus large et notamment avant la
fréquence propre de la suspension. Dans ces stratégies, les lois de contrôle sont synthétisées
par le biais de méthodes mathématiques telles que les surfaces glissantes (sliding surfaces)
[7, 8] ou l'optimisation d'Inégalités Matricielles Linéaires (LMI).
5.3.1 Isolation par surface de glissement intégrale
Ecrivons l'équation de mouvement de la masse M dans la conﬁguration présentée
sur la ﬁgure (5.5) :
M.W¨s + C.(W˙s − W˙u) +K.(Ws −Wu) = u (5.8)
L'équation objectif du sky-hook idéal, présenté en ﬁgure (5.3), peut se mettre sous
la forme normalisée par rapport à la masse suivante :
W¨s + C.(W˙s − W˙u) + C´h.W˙s +K.(Ws −Wu) = 0 (5.9)
Les coeﬃcients C, C´h et K représentent les objectifs à atteindre par le biais du
contrôle. En déﬁnitive, nous voulons supprimer la liaison initiale et la remplacer par la
liaison déﬁnie par la relation (5.9). Les caractéristiques de la nouvelle liaison sont choisies
pour résoudre les problèmes initiaux.
Nous pouvons exhiber la force de contrôle idéale obtenue par le problème dynamique
inverse :
u = [C.(W˙s − W˙u) +K.(Ws −Wu)−M.C.(W˙s − W˙u)−M.C´h.W˙s −M.K.(Ws −Wu)]
(5.10)
Cette expression de la force de contrôle permet théoriquement d'accéder aux objec-
tifs ﬁxés dans le cas de la stratégie de contrôle. Cependant, la moindre incertitude sur les
paramètres physiques de la structure fait chuter drastiquement les performances d'un tel
contrôle. La robustesse et la stabilité ne sont donc pas assurées pour ce type de stratégie.
Pour pallier ce problème, les auteurs de [9] proposent un nouveau schéma qui utilise
une surface de glissement intégrale pour réaliser l'objectif idéal du contrôle. La surface de
glissement intégrale σ s'écrit de la façon suivante :
σ = W˙s +
∫ t
0
[C.(W˙s − W˙u) +K.(Ws −Wu) + C´h.W˙s]dt (5.11)
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Lorsque σ = 0, nous obtenons exactement la relation objectif de comportement que
nous voulons pour notre système. Le contrôleur produit une force de contrôle égale à celle
exigée dans la dynamique inverse (5.10). Dans le cas d'incertitudes sur les paramètres phy-
siques, il a été démontré que le contrôleur est asymptotique stable, au sens de Lyapunov,
si la force de contrôle est de la forme suivante :
u = uˆ+ kd.sign(σ) (5.12)
avec

uˆ : la force de contrôle obtenue grâce à des paramètres
physiques estimés de la structure.
kd : un paramètre de pénalisation.
kd doit être pris suﬃsamment grand aﬁn de respecter le second théorème de Lyapu-
nov [9]. Par conséquent, la surface de glissement peut être atteinte de manière robuste.
Sur la ﬁgure 5.10, nous pouvons observer une simulation des performances optimisées
du contrôle par surface de glissement intégrale. Le système à optimiser est une structure de
type "masse-ressort-amortisseur". Il est à noter que nous pouvons conférer à la suspension
n'importe quel comportement. Il est notamment possible, comme pour notre simultation,
d'intervenir sur les performances de l'isolation avant le mode de suspension de la liaison
active.
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Fig. 5.10  Comparaison des diagrammes de Bode du système sans contrôle (trait plein) et avec
un contrôle optimisé par surface de glissement.
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5.3.2 Synthèse de lois d'isolation par optimisation d'Inégalités
Linéaires Matricielles (LMI)
Il s'agit, dans cette partie, d'introduire correctement cette nouvelle classe de straté-
gies fondées sur une optimisation d'Inégalités Linéaires Matricielles et développée au sein
du laboratoire [10].
Introduction à la synthèse LMI
P
K
f z
yuc
Fig. 5.11  Problème sous une forme standard.
Soit le système générique P décrit sous forme de schéma-bloc (cf ﬁgure 5.11) où :
z(t) : le vecteur des sorties à contrôler.
f(t) : le vecteur des entrées du système.
y(t) : le vecteur des sorties mesurées.
uc(t) : le vecteur des entrées de commande.
Aﬁn de mieux appréhender la théorie de la synthèse LMI et d'expliciter les diﬀé-
rentes matrices, nous prenons comme exemple un système mécanique simple. En eﬀet, le
cas général nécessite des développements techniques assez lourds qui n'apportent rien à la
compréhension des idées sous-jacentes. Une présentation complète pour la synthèse H∞
peut être trouvée dans [11].
Soit un système de suspension schématiquement modélisé par un oscillateur à 1
degré de liberté comme sur la ﬁgure 5.1. L'équation réduite du mouvement s'écrit, dans
le repère relatif en introduisant w(t) = ws(t)− wu(t), de la façon suivante :
w¨(t) + 2ξoωow˙(t) + ω
2
ow(t) = Fm.u(t)− w¨u(t) (5.13)
où
Fm : la participation réduite (divisée par M) de la force de contrôle u (en Kg−1),
ξo : le taux d'amortissement réduit (sans unité),
ωo : la pulsation propre de l'oscillateur (en s−1).
Nous supposons posséder, par exemple, une mesure du déplacement relatif tel que :
y(t) = w(t) (5.14)
Dans ce modèle, la sortie à minimiser est l'accélération totale de la masse suspendue
soit :
z(t) = w¨u(t) + w¨(t) (5.15)
z(t) = Fm.u(t)− 2ξoωow˙(t)− ω2ow(t) (5.16)
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Dans une conﬁguration sans contrôle, la fonction de transfert entre l'accélération de
la masse et celle de son support est représentée sur la ﬁgure 5.2.
Si l'on considère le système linéaire invariant dans le temps (LTI) décrit par les
équations (5.13), (5.14) et (5.15), nous obtenons une représentation en variables d'état
telle que :  x˙(t)z(t)
y(t)
 =
 A B1 BC1 0 D1
C 0 0
 .
 x(t)f(t)
uc(t)
 (5.17)
avec 
x(t) [ωo.w(t), w˙(t)]
t,
uc(t) = Fm.u(t),
f(t) = w¨s(t) : la force perturbatrice.
Les diﬀérentes matrices constitutives de la relation (5.17) sont les suivantes :
A =
[
0 ωo
−ωo −2ξoωo
]
B1 =
[
0
−1
]
B =
[
0
1
]
C1 =
[
−ωo −2ξoωo
]
C =
[
1 0
]
D1 = [1]
Dans le domaine de Laplace, les équations du système se réécrivent :[
z(p)
y(p)
]
= P (p).
[
f(p)
uc(p)
]
et uc(p) = K(p).y(p) (5.18)
avec
P (p) =
[
Pzf (p) Pzuc(p)
Pyf (p) Pyuc(p)
]
=
[
0 D1
0 0
]
+
[
C1
Identite
]
.(p.Identite − A)−1.
[
B B1
]
(5.19)
Par conséquent, le système bouclé se met sous la forme suivante :
Tzf =
z(p)
f(p)
= (Pzf (p) + Pzuc(p).K(p)(I − Pyuc(p).K(p))−1Pyf (p)) (5.20)
uc(t) est donné par la sortie d'un second système d'état ayant comme entrée la sortie
du système précédent (5.17). Si le système est contrôlé par un retour sur les sorties. Nous
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cherchons donc un correcteur K(p), d'ordre inférieur ou égal à n : l'ordre du système à
contrôler, déﬁni par :
x˙c(t) = Ac.xc(t) +Bc.y(t)
uc(t) = Cc.xc(t) +Dc.y(t)
(5.21)
Nous nous intéresserons au calcul de la loi de commande K(p) aﬁn que le système
contrôlé (5.17) possède les spéciﬁcations suivantes :
 Le système doit être stable. Les valeurs propres de la matrice d'état du système
contrôlé Acl du système en boucle fermée doivent être à partie réelle négative.
Acl =
[
A+B.Dc.C B.Cc
Bc.C Ac
]
(5.22)
 Le système doit également répondre à une performance de type H∞ . Pour un réel
γ2 > 0, le système en boucle fermée doit satisfaire :
‖Tzf‖2 < γ2 (5.23)
 Le système doit également répondre à une performance de type H∞ . Pour un réel
γ∞ > 0, le système en boucle fermée doit satisfaire :
‖Tzf‖∞ < γ∞ (5.24)
Toutes ces propriétés peuvent être traduites sous la forme d'inégalités matricielles
[12]. Dans le cas d'une boucle de rétroaction sur les sorties, nous possédons un ensemble
de résultats dus à Masubuchi [13] et à Chilali et Gahinet [14]. Les lois de contrôle, que
nous présentons, ont été synthétisées par une optimisation LMI et exposées de manière
complète dans [10].
Isolation fondée sur une estimation du déplacement relatif
Il est, à présent, possible de construire un problème d'optimisation des normes H∞
et H2 de la fonction de transfert en accélération de la masse suspendue (cf ﬁgure 5.1).
Les résultats obtenus pour les deux types d'optimisation (en norme H2 et H∞) sont
donnés dans le tableau suivant :
Système libre Optimisation
‖Tzf‖∞ 500 43.1
‖Tzf‖2 885 2.4
Tab. 5.1  Optimisation de Tzf
A titre d'exemple, le diagramme de Bode du système optimisé avec une norme H2
est présenté sur la ﬁgure 5.12.
La suspension ainsi obtenue permet d'agir sur la liaison avant sa fréquence de réso-
nance. Cependant, le système possède deux inconvénients majeurs. Il nécessite une force
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Fig. 5.12  Comparaison des diagrammes de Bode du système sans contrôle (trait plein) et avec
un contrôle optimisé pour une mesure du déplacement relatif.
de contrôle beaucoup trop grande [10] et induit de trop forts déplacements relatifs de la
masse suspendue. En eﬀet, nous écrivons l'équation de mouvement de la masse dans le
repère absolu. Nous incluons ici un terme d'amortissement aﬁn de stabiliser les calculs au
sens de la norme inﬁnie H∞.
mw¨s + c(w˙s − w˙u) + k(ws − wu)−H(w,ws) = 0 (5.25)
La force de contrôle est de la forme H(w,ws) = cw˙ + kw ce qui permet d'obtenir
w¨s = 0. La boucle de contrôle cherche à diminuer la raideur apparente de suspension ce
qui revient, en déﬁnitive, à enlever la liaison mécanique du système. Bien entendu, cela
implique une hausse des mouvements relatifs et conduit à l'instabilité pour des gains de
contrôle élevés.
Isolation fondée sur une mesure mixte : déplacement relatif et eﬀorts transmis
Pour proﬁter des avantages de l'isolation par retour des eﬀorts transmis et de celle
par retour du déplacement relatif, une stratégie fondée à la fois sur une mesure du déplace-
ment relatif de la masse et des eﬀorts transmis peut être construite. Il est ainsi possible de
cumuler les eﬀets d'isolation pour des fréquences inférieures et supérieures à la fréquence
de résonance de la liaison, notamment de garantir un décroissance à −40db/dec en hautes
fréquences. Le système mécanique étudié est représenté sur la ﬁgure 5.13.
A partir de l'équation (5.25), nous avons montré qu'une force de contrôle du type
H(w,ws) = cw˙+kw permet d'obtenir trivialement w¨s = 0. La liaison mécanique est ainsi
enlevée. Mais, pour les raisons de stabilité et de robustesse déjà citées, ce système trivial
n'est pas admissible. Pour limiter ces problèmes, une mesure de l'accélération absolue ou
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Fig. 5.13  Système d'isolation fondé sur une mesure du déplacement relatif et des eﬀorts
transmis.
de force peut être employée pour réintroduire une raideur et un amortissement sky-hook..
Pour cela, nous utilisons donc deux capteurs :
 Le premier capteur nous renseigne sur le mouvement relatif entre la masse mobile
et le bâti. Le signal mesuré y1(t) est alors donné par :
y1(t) = ws(t)− wu(t) = w(t) (5.26)
 Le second capteur est un capteur de force tel que le signal mesuré F (t) soit :
F (t) = mw¨s = −c(w˙s − w˙u)− k(ws − wu) +H(w,ws) (5.27)
A partir des relations (5.25), (5.26) et (5.27), la force de contrôle u(t) = H(w,ws)
est déterminée de manière à découpler le mouvement du support de celui de la masse M
sans la libérer :
u(t) = K.y1(t) + C.y˙1(t)− C
M
∫
F (t).dt− K
M
∫ ∫
F (t).dt (5.28)
La force de contrôle u(t), donnée par cette équation, ne peut être mise en oeuvre
directement. En eﬀet, les intégrations eﬀectuées ne sont pas réalisables si la partie conti-
nue des signaux est présente. Par conséquent, il convient d'appliquer ce contrôle dans une
bande de fréquence éliminant la composante à 0 Hz. Pour limiter les bandes de fréquences
de travail du contrôleur, nous utilisons :
 un ﬁltre intégrateur du premier ordre :
I(s) =
1
s+ a
(5.29)
 Un ﬁltre dérivateur du premier ordre :
D(s) =
s
s+ b
(5.30)
 et un ﬁltre passe-haut constant du premier ordre pour éviter que la partie constante
de la commande u(t) ne s'applique pour ω = 0 :
PH(s) =
s
s+ a
(5.31)
(5.32)
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Finalement, la commande physique que l'on pourrait appliquer se met sous la forme
suivante :
u(t) = TF−1(PH(s).[(k + cD(s))y¯1(s)− ( c
m
I(s) +
k
m
I(s).I(s))y¯2(s)]) (5.33)
où {
TF−1 : la transformation inverse de Laplace.
x¯(s) : la transformée de Laplace de x(t).
Dans la synthèse de la loi de contrôle interviennent deux paramètres de conception :
a et b. Nous cherchons à limiter l'accélération w¨s. Il faut donc déterminer les paramètres
optimaux aopt et bopt de manière à limiter au maximum l'accélération absolue de la masse
et ne pas consommer trop d'énergie de contrôle.
Comme nous l'avons utilisée précédemment, l'entrée du système est l'accélération
imposée w¨u. Pour une modélisation du système dans le repère relatif, il faut introduire
les valeurs de wu et de w˙u comme sources d'excitation vibratoires dans l'équation (5.25).
Aﬁn d'éviter le calcul des dérivées de wu, nous utilisons le principe de la "grosse masse"
en écrivant que le déplacement wu du bâti est régi par l'équation ﬁctive suivante :
Mgm.w¨u + Cgm.w˙u +Kgm.wu = Fexcitation +K.ws + C.w˙s − u(t) (5.34)
Nous choisissons Mgm suﬃsamment grand devant M aﬁn de considérer qu'après la
fréquence de résonance du système "grosse masse" ωs =
√
K
M
, l'accélération du bâti peut
être considérée comme proportionnelle à la force Fexcitation : Mgm.w¨s = Fexcitation . Par
ailleurs, nous choisissons une raideur Kgm très faible aﬁn que ωs << a et ainsi de ne pas
modiﬁer la représentativité du contrôle. Nous avons accès directement à la fonction de
transfert Tw¨sw¨u par le simple tracé de Tw¨sF = TzF .
A présent, nous nous intéressons aux normes H2 et H∞ de la fonction de transfert
TzF en fonction des deux paramètres a et b. Nous cherchons à déterminer aopt et bopt.
Remarque :
Les autres méthodes d'optimisation basées sur les théories du contrôle moderne
(contrôle optimal) ou sur des expressions LMIs ne peuvent être appliquées dans le cas
présent. En eﬀet, le système constitué des équations (5.25) et (5.34) n'est pas contrô-
lable ! Comme nous introduisons un terme de feedthrough par le biais de la mesure F (t),
les problèmes d'optimisation deviennent alors importants et souvent mal conditionnés.
Nous optons donc pour une optimisation directe des fonctions du types ‖TzF‖2 (a, b) ou
‖TzF‖∞ (a, b).
La ﬁgure 5.14 montre que la norme ‖TzF‖2 du système contrôlé est indépendant duparamètre b caractérisant le ﬁltre de dérivation. Cette norme baisse régulièrement avec le
paramètre a ce qui indique que le contrôle est d'autant plus eﬃcace que a est petit.
En revanche, sur la ﬁgure 5.15, caractérisant ‖TzF‖∞ en fonction de a, b , il existeun minimum a ≈ 0.2Hz pour lequel l'eﬃcacité du système admet un maximum. Il corres-
pond à l'amplitude du premier pic apparent sur les diagrammes de Bode (cf ﬁgure 5.16).
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Fig. 5.14  Norme H2 du contrôle mixte pour diﬀérentes valeurs de a et b
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Fig. 5.15  Norme H∞ du contrôle mixte pour diﬀérentes valeurs de a et b.
Ce pic caractérise le couplage entre le système de "la grosse masse" et le système nominal.
Premier constat : le contrôle est indépendant du paramètre b et et d'autant plus
eﬃcace que a est petit. Cependant, qu'en est-il de l'énergie de contrôle ?
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Fig. 5.16  Diagrammes de Bode pour diﬀérentes valeurs de a.
Traçons l'évolution de la valeur rms de la force de contrôle en fonction du paramètre
a lorsque l'entrée Fexcitation du système est un bruit gaussien de valeur ﬁxée. La ﬁgure 5.17
nous montre cette évolution et fait apparaître une valeur optimale aopt = 6 Hz pour la-
quelle la force de contrôle est minimale.
Bien entendu, ces valeurs sont données à titre informel. Tout dépendra, au ﬁnal, des
niveaux d'eﬀorts susceptibles d'être produits par l'actionneur interne au système. Si l'on
cherche un niveau d'eﬀort minimal, on prendra aopt = 6 Hz. La comparaison des fonctions
de transfert entre le système contrôlé et le système libre est représentée sur la ﬁgure 5.18.
Il semble qu'un compromis acceptable ait été trouvé par le biais d'une stratégie
mixte fondée, à la fois, sur la mesure d'un déplacement relatif de la masse suspendue
et la mesure de l'accélération absolue de cette même masse. La méthode nous permet
eﬀectivement d'agir avant et après la fréquence de résonance de la suspension.
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Fig. 5.17  Evolution de la force moyenne de contrôle en fonction de a.
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Fig. 5.18  Comparaison des diagrammes de Bode du système sans contrôle (trait plein) et avec
un contrôle mixte optimisé.
5.4 Conclusion
Dans cette partie, nous avons montré les possibilités que peuvent oﬀrir des inter-
faces actives dans le cas de l'isolation de composant. La problématique ici est de créer
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une liaison possédant une impédance mécanique telle que le transfert ou la réﬂexion de
l'énergie vibratoire sur cette interface ait les qualités nécessaires au bon fonctionnement
du composant à isoler. Voilà pourquoi de nombreux travaux ont été entrepris pour mettre
au point des solutions actives performantes. Le compromis le plus classique et, sans doute,
le plus employé, concerne celui de la suspension de systèmes mécaniques. Nous avons ainsi
proposé un récapitulatif des travaux théoriques entrepris sur ce thème.
A partir des problèmatiques liées à la stabilisation et à l'isolation active, des lois
de contrôle aux propriétés attrayantes ont été exhibées. L'application au cas de struc-
tures réelles est essentielle à leur validation. L'optimisation des moyens de contrôle et les
méthodes de mise en oeuvre expérimentales sont exposées dans la partie suivante.
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La science consiste seulement à dire
ce qui est le plus probable, ou le moins
probable, et non à prouver sans cesse
ce qui est possible et impossible.
Richard Feynmann

Chapitre 6
Stabilisation active d'un accéléromètre
à poutres vibrantes
6.1 Introduction
Cette partie présente l'étude et la mise en oeuvre numérique et expérimentale vi-
sant à vériﬁer s'il est possible de contrôler les modes parasitant le fonctionnement d'un
accéléromètre à poutres vibrantes.
Le dispositif étudié est composé de deux cellules accélérométriques en quartz (cf.
ﬁgure 6.1) fonctionnant en mode diﬀérentiel. La poutre centrale est excitée sur son pre-
mier mode de vibration par eﬀet piézoélectrique. L'accélération, au travers d'un pendule
articulé autour de deux charnières, vient contraindre, en traction ou en compression, cette
poutre. Sur la ﬁgure 6.2, nous observons la déformée de la poutre sur son premier mode
propre. La masse, soumise à des accélérations suivant l'axe de sensibilité −→Y , imprime
des mouvements à la poutre (cf ﬁgure 6.2). Les variations de fréquence résultantes sont
l'image de l'accélération endurée par la masse centrale.
Fig. 6.1  Cellule accélérométrique en quartz
Un cadre de découplage permet le conﬁnement de l'énergie vibratoire au coeur de
la cellule. En eﬀet, les liaisons rigides (cf ﬁgure 6.3) sont très raides suivant l'axe de sen-
sibilité. Par conséquent, seules les liaisons souples subissent des eﬀets de déformation dûs
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Mouvements
 de la masse
face 1
face 2
Fig. 6.2  Première déformée modale de la poutre centrale en quartz
à la masse centrale suivant cette axe. Par ailleurs, les liaisons rigides sont plus souples
suivant les axes −→X et −→Z ). Par conséquent, les excitations suivant ces axes sont ﬁltrées au
point de fonctionnement à 65 kHz (cf ﬁgure 6.4).
Liaisons rigides
liaisons souples
Fig. 6.3  Localisation des liaisons dans une cellule accéléromètrique
Malheureusement, le cas présenté en ﬁgure 6.4 est idéal. Il existe des transferts vi-
bratoires entre les diﬀérents axes. Les modes de cadre suivant les axes −→X et −→Z viennent
également déformer la poutre centrale Ainsi, il devient nécessaire de contrôler les inévi-
tables modes de vibration parasites pour réduire au minimum cet inconvénient.
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Fig. 6.4  Fonctions de transfert entre des excitations suivant les axes Z (trait plein) et X
(pointillés) et l'accélération subie par la masse.
Fig. 6.5  Déformée du premier mode de structure de la cellule
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Fig. 6.6  Déformée du second mode de structure de la cellule.
6.1.1 Propriétés du quartz
L'objectif est d'amortir les modes de structures 1 et 2 en positionnant des action-
neurs sur le cadre des cellules. Le contrôle s'appuie sur les propriétés piézoélectriques du
quartz, matériau constitutif des cellules. Ce matériau, dans sa découpe horlogeaire (cf
Annexe 2.2), travaille en cisaillement. De plus, il est à noter que le quartz ne travaille
pas sous l'application d'un champ électrique suivant −→Z . Nous testons deux conﬁgurations
d'électrodes présentées en ﬁgure 6.7. Si nous appliquons un champ électrique suivant l'axe−→
X sur une structure en quartz de type poutre (cf ﬁgure 6.7 (a)), nous provoquons un
allongement de la ﬁbre supérieure suivant l'axe −→Y et, globalement, une déﬂection de la
poutre suivant l'axe −→Z (cf ﬁgure 6.8). De la même manière, nous appliquons un champ
électrique suivant l'axe −→X sur la moitié 1 de la poutre et un champ inverse sur l'autre
moitié (cf ﬁgure 6.7 (b)). La partie 1 a tendance à s'allonger suivant l'axe −→Y tandis que la
partie 2 se contracte suivant l'axe −→Y . Il en résulte une déformation de la poutre suivant
l'axe −→X (cf ﬁgure 6.9).
La ﬁgure 6.10 nous montre que l'hypothèse de travail de l'invariance du champ
électrique suivant l'axe ~y(⇐⇒ E2 = 0) est raisonnable.
Le contrôle des modes parasites est réalisé expérimentalement par un jeu d'élec-
trodes placé directement sur le cadre de découplage pour induire les eﬀorts de rétroaction.
Une attention particulière est portée sur l'optimisation des électrodes d'actionnement. La
validation expérimentale est eﬀectuée sur la base d'une cellule classique ou faiblement
modiﬁée sur laquelle des électrodes activatrices sont déposées. Les résultats obtenus per-
mettent lors d'une seconde étude de fournir des recommandations pour l'optimisation
globale du système quitte à redéﬁnir certains organes mécaniques du capteur.
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Y
Z
Z
X
V=V0
V=V0
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Fig. 6.7  Conﬁgurations des électrodes d'actionnement sur une poutre en quartz.
Fig. 6.8  Déformation de la poutre pour une conﬁguration d'électrodes de type (a).
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Fig. 6.9  Déformation de la poutre pour une conﬁguration d'électrodes de type (b).
Fig. 6.10  Evolution du champ électriqueE2 dans la longueur d'une poutre( les électrodes
sont déposées dans le sens de la longueur )
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6.1.2 Spéciﬁcations requises pour la structure
La démarche privilégiée est l'amortissement actif des modes parasites. Par consé-
quent, le but est d'atténuer au maximum les modes gênant le fonctionnement du capteur
aﬁn de réduire leur inﬂuence sur le spectre fréquentiel de fonctionnement des cellules ac-
céléromètriques.
Il existe un certain nombre de contraintes liées au bon fonctionnement des cellules.
Le contrôle actif ne devra pas modiﬁer les performances des capteurs en mode "passif"
en dessous de 500 Hz dans les conditions spéciﬁées dans [1]. De plus, les électrodes de
contrôle ne peuvent être déposées que sur une seule face de la structure. En eﬀet, les
autres sont réservées aux électrodes nécessaires à l'utilisation de la cellule.
6.1.3 Choix du logiciel Femlab
Femlab c© est un puissant environnement interactif pour la modélisation et la résolu-
tion des problèmes scientiﬁques multiphysiques. Il est fondé sur la résolution d'équations
aux dérivées partielles par la méthode des éléments ﬁnis. Il permet de construire des
modèles physiques par simple déﬁnition des coeﬃcients des équations régissant le pro-
blème. Par conséquent, l'approche et la résolution des phénomènes multiphysiques sont
simpliﬁées. Le gain de temps dans les modélisations multiphysiques est non négligeable
par rapport aux autres codes "éléments ﬁnis". Cette raison a principalement motivé notre
choix pour cette étude.
6.1.4 Hypothèses de travail
Nous avons vu précédemment que la direction d'actionnement de contrôle ne dépend
que de la parité du nombre d'électrodes déposées. Par conséquent, nous pouvons contrôler
tous les modes parasites. Cependant, pour simpliﬁer l'étude, nous ne considérons qu'un
seul eﬀet parasite suivant l'axe−→Z . Nous supposons que l'excitation externe est appliquée le
long de cet axe. Ainsi, les modes à contrôler sont ceux qui correspondent au mouvement le
long de −→Z . Par ailleurs, le couplage électromécanique induit par le quartz est très faible,
de l'ordre de 10−2. Nous supposons, dans notre démarche, que l'étude des champs de
déplacement et de potentiel électrique est parfaitement découplée [2]. Enﬁn, comme nous
l'avons énoncé au chapitre 3, la connaissance a posteriori, du champ électrique dans la
structure requiert une modélisation volumique du dispositif. La partie suivante déroule la
démarche de modélisation d'une cellule.
6.2 Modélisation purement mécanique d'une cellule ac-
céléromètrique
6.2.1 Equation de mouvement de la structure mécanique
La forme générale de l'équation de mouvement décrivant l'action des forces s'appli-
quant sur une structure mécanique, discrétisée sur une base éléments ﬁnis, s'écrit :
Mz¨ + Cz˙ +Kz = f (6.1)
N.z = Qcontrainte (6.2)
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où z et f sont, respectivement, les vecteurs des déplacements généralisés et des forces
généralisées. Les matrices M , K et C (n × n) sont respectivement les matrices masse,
raideur et amortissement du système. De plus, la relation (6.2) traduit les conditions aux
limites de la structure. En eﬀet, les matrices N et Qcontrainte permettent d'implémenter
les conditions aux limites de type Dirichlet et Neumann par simples combinaisons linéaires.
La matrice M , réelle, symétrique, déﬁnie positive, et la matrice K, réelle, symé-
trique, déﬁnie non-négative, sont issues de la discrétisation de la structure, généralement
par éléments ﬁnis. La matrice d'amortissement C représente les diﬀérents phénomènes
de dissipation mécanique de la structure. Nous avons choisi une modélisation de type
amortissement visqueux.
6.2.2 Modélisation directe par éléments ﬁnis
La première démarche est la modélisation directe de la structure sous l'environne-
ment Femlab c© aﬁn, par la suite, de procéder au maillage puis à la résolution du problème
aux valeurs propres.
Modèle DAO sous Femlab c©
Un modèle DAO de la cellule a été produit sans tenir compte, dans un premier
temps, des dispersions de fabrication possibles (cf. ﬁgure 6.11).
Conditions
de Dirichlet
D.n=0
Fig. 6.11  Modéle graphique de la cellule accélérométrique
Maillage de la pièce
Une fois, le modèle créé, nous avons pu mailler la structure (cf. ﬁgure 6.12). Nous
employons le mailleur automatique de Femlab c© [3]. Les éléments ainsi générés sont des
éléments de Lagrange d'ordre 2 soit des tétrahèdres à 10 noeuds. Le modèle présente
65103 degrés de liberté.
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Fig. 6.12  Maillage de la cellule accélérométrique
Résolution du problème aux valeurs propres
Nous eﬀectuons la résolution du problème aux valeurs propres en considérant que la
cellule accéléromètrique est encastrée sur les quatre plots de ﬁxation situés sous la cellule
(cf. ﬁgure 6.11). Le solveur utilisé par Femlab pour la résolution du problème aux valeurs
propres est fondé sur un variante de l'algorithme de Arnoldi appelé IRAM (Implicitly
Restarted Arnoldi Method) [4].
Malgré la modiﬁcation de diﬀérents paramètres de maillage et de solveur, le calcul
n'a pas convergé. En eﬀet, le facteur de forme entre l'épaisseur générale de la cellule (500
µm) et l'épaisseur des éléments "ﬂexibles", charnières et poutre,(33 µm) est beaucoup trop
important. Il ne nous permet pas ce type de modélisation directe en éléments volumiques.
Aﬁn de remédier à ce problème, nous avons opté pour une méthode de sous-structuration
de type Craig et Bampton [5].
6.2.3 Modélisation par sous-structuration
Les méthodes de sous-structuration sont fondées sur le découpage de structures
"complexes" en sous-structures plus simples. Il est ainsi plus aisé de modéliser ces struc-
tures élémentaires puis de les assembler pour retrouver le comportement général de l'en-
semble. Nous eﬀectuons donc une réduction de taille de modèles.
Principe de la méthode de Craig et Bampton
L'idée principale est, comme pour toutes les méthodes de sous-structuration, de
représenter l'essentiel du comportement dynamique (ou statique) du système à partir
d'un nombre réduit de coordonnées physiques et généralisées di(t). Il s'agit de décrire
l'ensemble des degrés de liberté contenus dans le vecteur d'état z(t) à partir d'une base
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donnée de vecteurs φi dit vecteurs de Ritz. Nous obtenons donc :
z(t) =
p∑
i=1
φi.di(t) (6.3)
La diﬀérence la plus notable entre les diﬀérentes méthodes se situe sur le choix de
la base de Ritz (6.3). Dans la formulation de Craig et Bampton, les bases de Ritz des
sous-structures sont formées à partir :
 de vecteurs statiques : vecteurs contraints des sous-structures,
 de vecteurs dynamiques : vecteurs propres des sous-structures évalués à contour
commun bloqué.
Cette méthode présente une convergence satisfaisante des fréquences et des défor-
mées propres. Elle permet une mise en équation directe et relativement naturelle [6].
Description des sous-ensembles
Nous avons divisé la cellule en quatre sous-ensembles (cf. ﬁgure 6.13).
Fig. 6.13  Cadre de la cellule maillé
A présent, nous allons travailler sur ces sous-ensembles pour obtenir les matrices de
raideur (K) et de masse (M) nécessaires à la modélisation.
Résultats
Au ﬁnal, nous avons une équation de comportement pour chaque "super-élément".
Les quatre sous-éléments sont alors assemblés. Les conditions de raccordement sont l'éga-
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lité des degrés de liberté de jonction et la somme des seconds membres sur les contours
communs. Ceci nous conduit à :
Mcellule.d¨
cellule(t) +Kcellule.d
cellule(t) = F cellule (6.4)
avec
dim(dcellule(t))

=nombre de faces de jonction × nombre de ddl par face
+ nombre de sous-structures × nombre de modes dynamiques
= 6× 5 + 5× 3
= 45
(6.5)
Le problème homogène associé à l'équation (6.4) nous fournit une approximation
des solutions propres de la structure "cellule".
Les six premières fréquences propres de la cellule sont :
Mode Fréquences calculées Fréquences mesurées
1 2 269 Hz 3 337 Hz
2 2 812 Hz 3 735 Hz
3 4 024 Hz -
4 4 545 Hz -
Tab. 6.1  Comparaison des premiers modes propres de la cellule
Mode erreur sur les fréquences calculées
1 32,0 %
2 24,7 %
Tab. 6.2  Pourcentage d'erreur du modèle par rapport à l'expérimentation
Au regard du tableau 6.2, nous pouvons aﬃrmer que notre modèle est largement
trop "massique" par rapport à la réalité. Il ne s'agit donc pas de problème de raﬃnement
de la discrétisation. En eﬀet, dans ce cas, il existerait une surestimation de la raideur et,
par conséquent, les fréquences obtenues seraient plus grandes. L'erreur est issue principa-
lement de deux facteurs :
 la non-prise en compte des défauts de fabrication. Ceux-ci modiﬁent sensiblement
la masse et la raideur de la cellule.
 le mode de ﬁxation de la cellule sur les pinoches (collages, ﬁxations souples, ...).
Nous allons prendre en compte un certain nombre de défauts de fabrication.
Prise en compte des défauts de fabrication
L'usinage chimique du quartz utilise la propriété d'anisotropie de la vitesse de gra-
vure selon les diﬀérents axes cristallographiques. Ce comportement est lié à la densité
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atomique du plan usiné, la gravure étant généralement la plus lente sur les surfaces les
plus denses (orientation (111)). Il conduit à la formation de ﬁgures de dissolution carac-
téristiques de l'orientation du cristal (cf ﬁgure 6.14). Pour notre structure, le quartz est
découpé de façon horlogeaire c'est à dire qu'il possède une orientation cristallographique
comme celle donnée sur la ﬁgure 6.15. Par conséquent, le plan (111) subit une rotation
de 1◦50" suivant l'axe −→X .
(a) (b)
  face 
usinée   face 
usinée
Direction de gravure
Direction de gravure
Fig. 6.14  Eﬀets de la gravure chimique. (a) Gravure idéale (b) Gravure avec un défaut dû à
l'anisotropie du matériau
Z
X
Y
ang(X)=1°50''
Fig. 6.15  Coupe cristallographique du quartz employé
Les ﬁgures 6.16 et 6.17 présentent le cadre modiﬁé sur lequel ont été ajoutés les
principaux défauts issus du processus de fabrication. Les défauts 1, 2, 3, 4 et 5 sont équi-
valent au défaut présenté en ﬁgure 6.14.
Les six premières fréquences propres de la cellule ainsi modiﬁée sont :
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defaut 1
defaut 4
defaut 2
defaut 3
Fig. 6.16  Défauts de fabrication sur le cadre de la cellule 1
defaut 3 defaut 1
defaut 4
defaut 5
Fig. 6.17  Défauts de fabrication sur le cadre de la cellule 2
Mode Fréquences initiales Fréquences "modiﬁées" Fréquences mesurées
1 2 269 Hz 3 245 Hz 3 337 Hz
2 2 812 Hz 3 583 Hz 3 735 Hz
3 4 024 Hz 4 316 Hz -
4 4 545 Hz 5 990 Hz -
5 7 137 Hz 11 542 Hz -
Tab. 6.3  Comparaison des premières fréquences propres de l'expérimentation (II)
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Le tableau 6.4 nous prouve que la prise en compte des défauts d'usinage améliore
sensiblement le comportement de notre modèle. Pour un premier prototype, le modèle
nous permettra d'obtenir une bonne prédiction sur les deux premiers modes.
Mode erreurs sur les fréquences erreurs sur les fréquences
initiales "modiﬁées"
1 32,0 % 2,8 %
2 24,7 % 4,6 %
Tab. 6.4  Pourcentage d'erreur des modèles par rapport à la réalité (II)
6.3 Etude du contrôle de la cellule accéléromètrique
Notre étude porte sur l'amortissement actif des modes parasites de la cellule. Nous
employons ainsi les stratégies de stabilisation introduites au chapitre 4.
6.3.1 Contraintes
La géométrie de la cellule accéléromètrique ne nous donne pas accès aux parties
latérales. De plus, l'une des faces possède déjà les gravures nécessaires au fonctionnement
du système. Par conséquent, les électrodes ne peuvent être déposées que sur une seule et
même face (cf ﬁgure 6.18).
Fig. 6.18  Face de la cellule où les électrodes sont déposées (surface rouge).
Compte tenu du processus de métallisation et de gravure des électrodes et aﬁn de
limiter les risques liés aux pertes d'isolement, la distance minimale entre les électrodes est
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limitée à 5 µm.
De plus, divers calculs prouvent que les phénomènes de claquage, limitant la tension
appliquée sur les électrodes, se situeront dans l'environnement ambiant et non dans le ma-
tériau quartz. La loi de Paschen nous donne la tension de claquage (en Volts) en fonction
de la pression linéique (en mbar.mm) [7]. Rappelons que les cellules accéléromètriques
sont encapsulées sous vide. Par conséquent, nous constatons que, pour un vide primaire
de l'ordre de 10−2 mbar, la tension de claquage pour un gap de 5 µm est d'environ 550
volts.
6.3.2 0ptimisation topologique des électrodes d'activation
Dans cette section, nous cherchons un critère d'optimisation agissant sur les pa-
ramètres de la structure et du dispositif d'amortissement : topologie de la structure,
géométrie et placement des électrodes de contrôle.
Reprenons les équations de la piézoélectrité introduite au chapitre 3.[ ∇.T
∇.D
]
= ∇.
[
c −et
e ε
] [ ∇.u
−∇.V
]
=
[
ρ.u¨− f
ρe
]
(6.6)
avec les conditions aux limites mécanique et électrique.
Si nous considérons que u est une fonction harmonique par rapport au temps avec
une pulsation ω, la relation (6.6) devient
3. [ ∇.T
∇.D
]
= ∇.
[
c −et
e ε
] [ ∇.u
−∇.V
]
=
[ −ρ.ω2.u− f
ρe
]
(6.7)
avec les conditions aux limites mécanique et électrique.
La formulation faible du problème (6.7) pour sa partie liée à l'actionnement de la
structure s'écrit :
− ∫Ω0 u.(f + ρ.ω2.u).dΩ0 = ∫Ω0 u.∇.T.dΩ0 (6.8)
où
Ω0 : le volume de la structure
Nous appliquons la formule de Green au second membre de la relation (6.8). Nous
obtenons alors :
∫
Ω0
u.∇.T.dΩ0 = ∫∂Ω u.(T.n).d∂Ω− ∫Ω0 S : T.dΩ0 (6.9)
où {
∂Ω : le volume de la structure
n : le vecteur normal à la surface considérée
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Si nous combinons les équations (6.8) et (6.9), nous avons accès à :
− ∫Ω0 u.(f + ρ.ω2.u).dΩ0 = ∫∂Ω u.(T.n).d∂Ω− ∫
Ω0
S : T.dΩ0︸ ︷︷ ︸
A
(6.10)
Nous étudions plus précisément le terme A dans lequel les contraintes et les dé-
formations sont couplées. Nous y introduisons l'expression du tenseur des contraintes en
fonction du tenseur des déformations et du champ électrique appliqué :
A =
∫
Ω0
S : (c.S − eT .E).dΩ0 (6.11)
Par linéarité de l'opération, nous obtenons :
A =
∫
Ω0
S : (c.S).dΩ0 −
∫
Ω0
S : (eT .E).dΩ0︸ ︷︷ ︸
C
(6.12)
Le terme d'énergie C nous prouve que, pour injecter le maximum d'"énergie de
contrôle" dans la structure via l'eﬀet piézoélectrique, il faut dimensionner les électrodes
de manière à maximiser les champs électriques sur les zones de déformations maximales
des modes étudiés.
La matrice de couplage piézomécanique e du quartz prend la forme explicitée en
annexe 2.2. En introduisant la matrice e dans le terme C, nous obtenons :
C =
∫
Ω0
(e11.E1.S1 − e11.E1.S2 + e14.E1.S4 − e14.E2.S5 − e11.E2.S6).dΩ0 (6.13)
Il nous faut, à présent, étudier et maximiser ce terme. Nous pouvons comparer cette
démarche à celle évoquée au chapitre 4. La maximisation de la distance entre les pôles et
les zéros des modes d'une structure à contrôler permet d'augmenter les performances du
contrôle.
Dans un premier temps, nous analysons l'évolution générale de la déformée de deux
premiers modes de structures pour localiser les zones de déformations maximales.Pour ce
faire, nous observons les trois déformées principales de la cellule (cf ﬁgures 6.19, 6.20 et
6.21). En eﬀet, il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de déformation est
diagonale. Les trois directions correspondantes sont les directions principales des défor-
mations et les valeurs propres sont appelées déformations principales. Ces valeurs propres
constituent un critère de localisation des zones de fortes déformations. Nous essayons ainsi
de limiter les zones sur lesquelles porte l'optimisation.
En observant les trois graphiques, nous voyons apparaître, sur le cadre, deux zones (1
et 2) présentant les déformations les plus importantes. Il est à noter que ces deux domaines
apparaissent également sur les déformées du mode 2. Par conséquent, les électrodes seront
gravées sur ces deux zones.
6.3.3 Test de faisabilité du contrôle
Avant d'eﬀectuer l'optimisation du système, nous allons eﬀectuer un test de faisabi-
lité du contrôle, une sorte de prédimensionnement nous permettant d'évaluer les poten-
tialités du contrôle envisagé. Pour cela, nous allons placer les électrodes au mieux sur la
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Fig. 6.19  Evolution de la première déformée principale dans la cellule accéléromètrique au
mode 1
148 Stabilisation active d'un accéléromètre à poutres vibrantes
Fig. 6.20  Evolution de la deuxième déformée principale dans la cellule accéléromètrique au
mode 1
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Fig. 6.21  Evolution de la troisième déformée principale dans la cellule accéléromètrique au
mode 1
150 Stabilisation active d'un accéléromètre à poutres vibrantes
structure puis projeter l'ensemble des équations de mouvement sur le premier mode de
structure. Nous nous ramenons ainsi à l'étude d'un système "Masse-ressort-amortisseur" à
un degrés de liberté. Par la suite, nous estimons à partir de ce modèle la tension nécessaire
pour augmenter l'amortissement du système via une boucle de rétroaction proportionnelle-
intégrale.
Forme des électrodes
Les zones à étudier sont des tronçons de poutre. Nous pouvons donc reprendre les
considérations de la partie 6.1.1 de ce chapitre. Nous voulons contrôler des modes orientés
suivant −→Z (hypothèse de travail). Par conséquent, nous choisissons une paire d'électrodes
rectangulaires, comme illustrée en ﬁgure 6.22.
Fig. 6.22  Localisation des électrodes excitatrices
Reprenons l'équation (6.13) en considérant E2 = 0 ( hypothèse de départ ) :
C =
∫
Ω0
(e11.E1.S1 − e11.E1.S2 + 2.e14.E1.S4).dΩ0 (6.14)
Localisation des électrodes
A présent, nous allons tracer la relation (6.14) dans les deux zones selectionnées
en fonction du paramètre y (C(y)). Pour cela, nous approximons, par lissage polynômial,
l'évolution des déformations S1, S2 et S4 suivant l'axe ~y. Ensuite, nous déterminons l'ex-
pression analytique du champ électrique à une côte y0 quelconque. Enﬁn, nous traçons le
terme C(y) aﬁn de localiser les maxima dans les deux zones étudiées. Suivant l'axe −→X ,
nous ﬁxons la distance minimale entre les électrodes à 5 µm conformément à la loi de
Paschen.
Lissage polynômial des fonctions de déformations
En post-traitement du logiciel Femlab c©, nous traçons l'évolution des diﬀérentes
déformations intervenant dans l'expression de C(y) pour les deux modes étudiés. Nous
procédons à une approximation polynômiale de ces courbes (par exemple ﬁgure 6.23).
Calcul analytique du champ électrique
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Longueur des électrodes (en m)
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Fig. 6.23  Evolution de S1 suivant y pour le mode 1 dans la zone 1
Dans le but de tracer C(y), nous déterminons une expression analytique du champs
électrique. Pour cela, nous nous plaçons, par hypothèse de l'invariance du champ suivant
~y, dans une section de poutre (cf 6.24) et nous appliquons les méthodes classiques de
calcul de champ en électrostatique [810]. Nous considérons que le champ électrique est
évanescent suivant l'axe −→Z .
Z
X
+ V - V
l/2
h
ab
0
D.n=0
face 1 face 2
face 3
face 4
Fig. 6.24  Schématisation dimensionnelle d'une section de poutre
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Les conditions aux limites sont les suivantes :
∂V
∂x
(
−l
2
, z) = 0 ∀ z (6.15)
∂V
∂x
(
l
2
, z) = 0 ∀ z (6.16)
Z(0) = 0 et Z(h) = 1 (6.17)
V = +V z = h x ∈ [−l
2
+ b,−a] (6.18)
V = −V z = h x ∈ [a, l
2
− b] (6.19)
Prenons la loi de Gauss en négligeant la déformation statique et en considérant
E2 = 0 : 
div( ~D) = 0
⇐⇒ ε1.∂E1∂x + ε3.∂E3∂z = 0
⇐⇒ −ε1.∂2V (x,z)∂x2 − ε3.∂
2V (x,z)
∂z2
= 0
(6.20)
Nous appliquons, à présent, la séparation de variable de la forme V (x, z) = X(x).Z(z).
De plus, nous supposons que k est un réel, les solutions de la relation (6.20) sont donc de
la forme :  X(x) = A1. sin(
k√
ε1
.x) + A2. cos(
k√
ε1
.x)
Z(z) = A3. sinh(
k√
ε3
.z) + A4. cosh(
k√
ε3
.z)
(6.21)
Il nous reste à déterminer les expressions des coeﬃcients A1, A2, A3 et A4 en appli-
quant les conditions aux limites. Z(0) = 0 =⇒ A4 = 0Z(h) = 1 =⇒ A3. sinh( k√S3 .h) = 1 =⇒ A3 = 1sinh( k√
S3
.h)
(6.22)
Pour le terme lié à la profondeur de pénétration du champ électrique, nous avons la
relation suivante :
Z(z) =
sinh( k√
ε3
.z)
sinh( k√
ε3
.h)
(6.23)
Le potentiel électrique peut donc s'écrire sous la forme :
V (x, z) = (A1. sin(
k√
ε1
.x) + A2. cos(
k√
ε1
.x)).
sinh( k√
ε3
.z)
sinh( k√
ε3
.h)
(6.24)
Dérivons cette relation aﬁn de permettre l'application des conditions aux limites.
∂V (x, z)
∂x
= (A1.
k√
S1
. cos(
k√
ε1
.x)− A2. k√
ε1
. sin(
k√
ε1
.x)).
sinh( k√
ε3
.z)
sinh( k√
ε3
.h)
(6.25)
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Les conditions aux limites en courant sur les faces 1 et 2, nous donnent les deux
relations suivantes :
 D.
−→n (x,− l
2
) = ε1.(A1.
|k√
ε1
. cos( k√
ε1
. l
2
) + A2.
k√
ε1
. sin( k√
ε1
. l
2
)) = 0
D.−→n (x, l
2
) = ε1.(A1.
|k√
ε1
. cos( k√
ε1
. l
2
)− A2. k√ε1 . sin( k√ε1 . l2)) = 0
(6.26)
Le problème étant symétrique, les constantes prennent donc les formes qui suivent :{
k = ((2.m+1).pi.
√
ε1)
l
∀ m ∈ N
A2 = 0
(6.27)
Par conséquent, le potentiel électrique peut s'écrire :
V (x, z) = Am. sin(
((2.m+ 1).pi)
l
.x).
sinh( k√
ε3
.z)
sinh( k√
ε3
.h)
(6.28)
Il nous reste encore deux conditions aux limites à vériﬁer :
Pour z = h, x ∈ [−l
2
+ b,−a] ,V (x, z) = Am. sin( ((2.m+1).pi)l .x) = +V (6.29)
Pour z = h, x ∈ [a, l
2
− b] ,V (x, z) = Am. sin( ((2.m+1).pi)l .x) = −V (6.30)
Il est clair qu'il n'existe pas de constante Am répondant à ce type de conditions. Il
faut donc utiliser un développement en série de Fourier.
V (x, z) =
+∞∑
m=1
Am. sin(
((2.m+ 1).pi)
l
.x).
sinh( ((2.m+1).pi.
√
ε1)√
ε3.l
.z)
sinh( ((2.m+1).pi.
√
ε1)√
ε3.l
.h)
(6.31)
Pour identiﬁer les constantes, nous utilisons les propriétés d'orthogonalité des fonc-
tions sinus. ∫ l
2
−l
2
sin( ((2.m+1).pi)
l
.x). sin( ((2.n+1).pi)
l
.x).dx = 2.G.δnm (6.32)
La symétrie du système étudiée, nous permet de considérer la relation suivante :
∫ l
2
0 sin(
((2.m+1).pi)
l
.x). sin( ((2.n+1).pi)
l
.x).dx = G.δnm (6.33)
Par ailleurs, nous supposons que le potentiel électrique, sur z=h, n'existe qu'au
niveau des électrodes. La relation (6.33) s'écrit :
∫ l
2
−b
a sin(
((2.m+1).pi)
l
.x). sin( ((2.n+1).pi)
l
.x).dx = G.δnm (6.34)
avec
G = 1
2
.[( l
2
− a− b) + l
(2.m+1).pi
. sin( (2.m+1).pi
l
.(a+ b− l
2
)). cos( (2.m+1).pi
l
.(a− b+ l
2
)]
(6.35)
Nous multiplions la relation (6.31) par sin( ((2.n+1).pi)
l
.x) puis nous intégrons l'expres-
sion obtenue, sur les zones gravées.
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Dm.G =

0 si n 6= m
V.l
(2.m+1).pi
[cos( (2.m+1).pi
l
.(b− l
2
))− cos( (2.m+1).pi
l
.a)] si n = m (6.36)
Par conséquent, nous obtenons :
Dm =
2.V.l
(2.m+ 1).pi
[cos( (2.m+1).pi
l
.(b− l
2
))− cos( (2.m+1).pi
l
.a)]
G
(6.37)
Le champ électrique, nécessaire au calcul de C(y), est donné par le gradient du
potentiel électrique.
~E(x, z) =

−∑+∞m=1Dm. ((2.m+1).pi)l . cos( ((2.m+1).pi)l .x). sinh( ((2.m+1).pi.
√
ε1)√
ε3.l
.z)
sinh(
((2.m+1).pi.
√
ε1)√
ε3.l
.h)
0
−∑+∞m=1Dm. ((2.m+1).pi.√ε1)√ε3.l . sin( ((2.m+1).pi)l .x). cosh(
((2.m+1).pi.
√
ε1)√
ε3.l
.z)
sinh(
((2.m+1).pi.
√
ε1)√
ε3.l
.h)
 (6.38)
Courbes représentant l'évolution d'énergie "piézoélectrique"
Grâce aux calculs précédents, nous sommes capables de tracer l'évolution du terme
d'énergie injecté par les actionneurs piézoélectriques dans la structure au niveau des deux
zones étudiées (cf ﬁgures 6.25 et 6.26).
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Fig. 6.25  Evolution de l'énergie de contrôle en fonction y pour le mode 1 dans la zone 1
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Fig. 6.26  Evolution de l'énergie de contrôle en fonction y pour le mode 1 dans la zone 2
Il est à noter que les deux courbes sont représentées dans un repère lié aux zones
étudiées. Par conséquent, il s'agit d'une échelle d'abscisses locale.
Les électrodes sont optimisées de manière à obtenir le terme (6.14) le plus grand
possible. Sur la cellule, celles-ci sont donc placées comme décrit ci-dessous :
Modèle "Masse-Ressort-Amortisseur" équivalent
D'après la relation (6.4), l'équation de mouvement de la structure s'écrit comme
suit :
Mcellule.d¨
cellule(t) + Ccellule.d˙
cellule(t) +Kcellule.d
cellule(t) = F cellule + F cellulecontrole (6.39)
oùu {
Ccellule : la matrice d'amortissement de la structure
F cellulecontrole : la force de contre réaction induite par le contrôle.
Pour élaborer notre modèle équivalent, nous projetons la relation (6.39) sur le pre-
mier mode propre de la structure. Nous obtenons donc :
φT1 .Mcellule.φ1.η¨1(t) + φ
T
1 .Ccellule.φ1.η˙1(t) + φ
T
1 .Kcellule.φ1.η1(t) = φ
T
1 .F
cellule + φT1 .F
cellule
controle
⇐⇒ m1.η¨1(t) +m1.2.ξ.ω0.η˙1(t) +m1.ω20.η1(t) = f + fcontrole (6.40)
⇐⇒ η¨1(t) + 2.ξ.ω0.η˙1(t) + ω20.η1(t) =
f
m1
+
fcontrole
m1
(6.41)
Nous avons donc accés au modèle suivant :
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5 µm
5 µm
72 µm
589 µm
Fig. 6.27  Localisation des électrodes excitatrices avec les dimensions
MASSE m1
fcontrole
h 1
f
2.m . x .w 
1 0 0
2.m . w 
1 0
2
Fig. 6.28  Représentation du modèle "Masse-Ressort-Amortisseur" équivalent
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Amortissement actif de la structure
Nous mettons en place la boucle nécessaire au contrôle. Il s'agit d'une rétroaction
proportionnelle intégrale. En eﬀet, le signal nous renseignant sur l'environnement vibra-
toire du système est supposé obtenu par le capteur lui-même. Cette information est de
type accéléromètrique. Par conséquent, il est évident qu'il faut intégrer ce signal aﬁn
d'augmenter le coeﬃcient d'amortissement de la cellule.
Cellule accéléromètrique
G/s
f
fcontrôle
Signal capteur
Fig. 6.29  Représentation de la boucle de contrôle
Nous excitons la structure par un bruit blanc d'amplitude 10 g (9.81 m.s−1). Nous
considérons que l'amortissement intrinséque de la structure est de 0,1 %. Notre objectif
est d'obtenir un amortissement de 1 %.
Résultats
Nous suivons l'évolution de l'amortissement ainsi que celle de la valeur du pic de
résonance (cf ﬁgure 6.31) en fonction de la tension appliquée sur les électrodes (cf ﬁgure
6.32) .
Pour atteindre notre objectif, il faut appliquer une tension de 600 Vrms. Cette
valeur est supérieure à la tension de claquage dans l'air évaluée à 550 Vrms pour un gap
de 5µm. Ce test nous prouve que le contrôle de la cellule peut s'avérer délicat. Au vue des
dimensions de la cellule, la tension à appliquer semble importante. Mais, il est à remarquer
que le matériau quartz est faiblement piézoélectrique ce qui explique ce type de valeur.
6.4 Mise en oeuvre expérimentale
La mise en oeuvre expérimentale se déroule en deux étapes distinctes. D'une part,
nous eﬀectuons une analyse vibratoire complète d'une cellule accéléromètrique. D'autre
part, à partir des informations de la partie analyse, nous mettons en place une stratégie
de contrôle aﬁn de stabiliser les modes parasites. Il est à noter que, pour valider l'eﬃcacité
de la stabilisation, nous commençons par un contrôle utilisant une mesure de référence
extérieure au système. Nous optons pour une mesure en vitesse fournie par un vibromètre
laser. Les problèmes de couplage et d'électronique sont ainsi évités. Il est donc évident
que, si cette rétroaction simple ne fonctionne pas, une rétroaction avec une mesure interne
ne peut fonctionner.
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Fig. 6.30  Diagramme de Bode représentant le rapport entre le signal émis par le capteur et
la force excitatrice
0 100 200 300 400 500 600 700
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
Tension de contrôle (en volts)
A
m
or
tis
se
m
en
t d
e 
la
 c
el
lu
le
(e
n 
%
)
Fig. 6.31  Courbe représentant l'amortissement en fonction de la tension de contrôle
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Fig. 6.32  Courbe représentant l'atténuation du pic de résonance en fonction de la tension de
contrôle
6.4.1 Analyse vibratoire d'une cellule
Dans cette phase, nous procédons à l'analyse vibratoire de la structure. Le dispositif
employé est décrit sur la ﬁgure 6.33. Nous utilisons un vibrométre laser pointé sur la
masse suspendue aux parties ﬂexibles. Les mesures sont eﬀectuées grâce à une plateforme
Siglab c©.
Chaine 
     de
 mesure
Cellule
vibromètre
       laser
Fig. 6.33  Schéma du montage expérimental d'analyse vibratoire
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L'environnement vibratoire est appliqué sur la structure par le biais d'une table
vibrante spécialement conçue à cet eﬀet (cf Annexe 3). Elle permet de piloter le mode de
"pompage" suivant l'axe −→Z et les deux modes couplés liés aux rotations suivant les deux
autres axes. De plus, un dispositif particulier d'encastrement (cf Annexe 4) maintient la
cellule sur la table. Ce support n'a pas d'inﬂuence sur le spectre fréquentiel analysé. Le
montage expérimental est présenté en ﬁgure 6.34.
Table vibrante
Support de maintien
Cellule accéléromètrique
Fig. 6.34  Photographie du montage expérimental
Les résultats de cette analyse sont présentés en ﬁgure 6.35. Nous montrons les fonc-
tions de réponse en fréquences pour deux conﬁgurations :
 Nous excitons la structure via les électrodes optimisées et nous observons la réponse
de la structure grâce au vibromètre laser ( cf ﬁgure 6.35, courbe en pointillés). Les
modes 4 et 6 sont respectivement le premier et le deuxième mode de "pompage"
suivant l'axe −→Z de la cellule. Le mode 5 est un mode de vibration de la cellule sui-
vant l'axe −→X . L'apparition de ce mode est dûe à une légère assymétrie d'excitation
sur la cellule.
 Nous excitons la structure via la table vibrante et nous observons la réponse de la
structure grâce au vibromètre laser ( cf ﬁgure 6.35, courbe en trait plein). Les modes
4, 5 et 6 sont des modes de structure de la cellule. Les modes 1, 2 et 3 sont liés à la
table d'excitation.
Cette série d'analyse nous permet d'obtenir les paramètres modaux de la structure
(cf tableau 6.5).
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Fig. 6.35  FRF expérimentales d'analyse vibratoire. La courbe en pointillés est la FRF entre
le signal injecté aux bornes des électrodes optimisées et le signal émis par le vibromètre laser. La
courbe en trait plein est la FRF entre le signal d'excitation de la table vibrante et le signal émis
par le vibromètre laser)
Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6
Fréquence 648 Hz 1446 Hz 1497 Hz 3337 Hz 3735 Hz 4350 Hz
Amortissement - - - 0.034 % 0.08 % 0.025%
Tab. 6.5  Fréquences des modes analysés
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6.4.2 Stabilisation active d'une cellule
A présent que nous avons repérés les modes à contrôler (modes 4 et 6), nous mettons
en place la boucle de contrôle DVF de type sky-hook, illustrée ﬁgure 6.36 et présentée au
chapitre 4.
Conditionneur 
     de signal
Loi de contrôle
Cellule
vibromètre
       laser
      Sens
        de
sollicitation
Fig. 6.36  Schéma du montage de contrôle
Nous excitons la cellule, suivant l'axe −→Z via la table sismique (cf annexe 3), avec
un bruit blanc d'amplitude 22 g rms. Le signal de référence est une vitesse mesurée dans
un repère absolu. La loi de contrôle est un retour proportionnel simple sur les électrodes
de contrôle. Celle-ci est implantée grâce à une plate-forme DSpace c© dont la fréquence
d'échantillonage (fechantillon=20000 Hz) est très supérieure aux fréquences des modes à
amortir . Cependant, la chaîne de contrôle limite la tension de contrôle à 200V. Nous
ne pouvons donc pas atteindre les performances optimales du contrôle. Néanmoins, cette
manipulation nous montre la faisabilité du contrôle et les perspectives envisageables pour
l'améliorer.
La ﬁgure 6.37 nous présente la courbe non contrôlée (trait plein) et la courbe contrô-
lée (pointillés). Il apparaît clairement que nous agissons sur les modes 4 et 6. Les courbes
6.38, 6.39 et 6.40 sont des zooms sur les trois modes observés pour diﬀérents gains de
contrôle. Elles nous conﬁrment notre observation.
Si nous analysons l'amortissement induit pour chaque mode (cf tableau 6.6), la
tendance est évidente. Nous amortissons les modes 4 et 6 dans des proportions qui nous
laissent envisager des performances optimales intéressantes et exploitables. Le mode 5,
quant à lui, n'est pas aﬀecté par la rétroaction. De plus, si nous comparons les résultats
obtenus expérimentalement avec ceux simulés pour le premier mode (cf ﬁgures 6.31 et
6.32), nous observons une bonne corrélation à un facteur 2 près. Cela s'explique par le
fait que que la force d'excitation expérimentale est deux fois plus grande que celle simulée.
Comme la force de contrôle est proportionnelle à la force d'excitation, nous retrouvons le
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Fig. 6.37  Courbes expérimentales avec et sans contrôle (trait plein)
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Fig. 6.38  Zoom sur le mode 4 contrôlé
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Fig. 6.39  Zoom sur le mode 5 contrôlé
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Fig. 6.40  Zoom sur le mode 6 contrôlé
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facteur 2. Bien entendu, cet énoncé n'est valide que lorsque l'on travaille à la saturation
des ampliﬁcateurs de tension, comme nous le faisons dans cette expérimentation.
Mode 4 Mode 5 Mode 6
Amortissement initial (en %) 0.034 0.08 0.025
Amortissement avec DVF (en %) 0.19 0.08 0.12
Atténuation (en dB) -13 0 -17
Tab. 6.6  Performances du contrôle en terme d'amortissement induit.
Nous pouvons eﬀectuer un calcul approché de la valeur de puissance nécessaire pour
contrôler la structure. Nous considérons que la tension de contrôle appliquée est saturée à
200V (Vsat)sur toute la gamme d'étude c'est à dire de 0 Hz à 5000 Hz (Gamme). Grâce au
logiciel Femlab c©, nous avons accès à la valeur de la capacité aux bornes des électrodes
de contrôle optimisées (Celectrode=1.65 e−14 F). Nous obtenons donc :
Pcontrle = Gamme ∗ (Vsat)2 ∗ Celectrode (6.42)
=⇒ Pcontrle = 5000 ∗ (200)2 ∗ 1.65e−14 = 3.3e− 6 (6.43)
La puissance à fournir est de l'ordre de 3.3 µW.
Dans cette première phase, le contrôle de type amortissement actif est appliqué par
le biais d'une mesure de référence extérieure. Par conséquent, les mesures eﬀectuées ne
sont pas aﬀectées par d'éventuels couplages physiques. Mais, il est plus intéressant d'un
point de vue de l'intégration de système d'utiliser la mesure d'accélération fournie par le
capteur lui-même. Un contrôle proportionnel est à prévoir.
6.4.3 Analyse vibratoire d'un accéléromètre
Dans cette phase, nous procédons à l'analyse vibratoire de l'accéléromètre. Le dis-
positif employé est décrit sur la ﬁgure 6.41. Nous mesurons le signal interne émis par
l'accéléromètre ainsi que les signaux émis par les électrodes de contrôle. Les mesures sont
eﬀectuées grâce à une plateforme Siglab c©. Nous excitons l'accéléromètre, suivant son axe
de sensibilité −→Y via la table sismique (cf annexe 3), avec un bruit blanc d'amplitude 22 g
rms.
Avant toute tentative de contrôle, nous analysons les diagrammes de Bode expéri-
mentaux entre les signaux du capteur et ceux émis par les électrodes de contrôle (cf ﬁgure
6.42).
Il est clair que les signaux sont très bruités ce qui les rend diﬃcilement exploitables.
Par ailleurs, un fort couplage entre les deux signaux des électrodes de contrôle et d'ex-
citation de la poutre centrale apparaît. Il semble que ce couplage soit de type capacitif.
En eﬀet, les dimensions du capteur sont telles que les pistes électroniques de détection
et de contrôle sont proches. Nous captons quelques électrons et nous injectons plusieurs
centaines de volts en contrôle. A ce stade, la mise en oeuvre d'une boucle de contrôle
n'est pas envisageable. Une profonde reconception du dispositif multi électrodes est alors
à considérer.
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Fig. 6.41  Schéma du montage de mesure et de contrôle de l'accéléromètre
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Fig. 6.42  Diagrammes de Bode expérimentaux entre les signaux du capteur et ceux émis par
les électrodes de contrôle. (a) FRF entre le signal émis par les électrodes de contrôle et celui
injecté par la table vibrante, (b) FRF entre le signal émis par les électrodes d'excitation de la
poutre centrale et celui injecté sur les électrodes de contrôle et (c) FRF entre le signal émis par
les électrodes d'excitation de la poutre centrale et celui injecté par la table vibrante,
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6.5 Conclusion
Le test de faisabilité du contrôle actif d'une cellule accéléromètrique porte sur l'aug-
mentation de son coeﬃcient d'amortissement à 1%. Pour une sollicitation aléatoire d'am-
plitude 10 g, il faut appliquer, théoriquement, sur les électrodes de la structure une tension
d'environ 600 V. Cette valeur est supérieure à la tension de claquage dans l'air pour un gap
de 5µm. Par conséquent, pour cette conﬁguration, l'objectif de contrôle (1%) du premier
mode de structure est théoriquement diﬃcile à réaliser. La mise en oeuvre expérimentale
nous donne des résultats prometteurs avec une mesure de référence extérieure. Mais, la
limitation de la tension de contrôle ne nous permet d'atteindre la limite de claquage.
Néanmoins, la tendance et les performances du contrôle expérimental sont en corrélation
avec la théorie. L'utilisation d'une mesure interne s'avère impossible dans l'état actuel à
cause de la présence d'un fort couplage. Pour lever cette diﬃculté, nous devons ajouter
des électrodes d'observation, dûment optimisées, à partir desquelles le contrôle pourrait
être élaboré.
Cependant, le problème général réside dans le fait que la structure en elle-même n'a
pas été conçue aﬁn d'"être contrôlée". Il est toujours compliqué d'ajouter une fonction
supplémentaire à un système non prévu à cet eﬀet. Cependant, il demeure deux solutions
possibles pour améliorer les performances du contrôle vibratoire.
Nous pouvons faire varier des paramètres physiques de la cellule. Par modiﬁcation
de la masse et/ou de la rigidité du système, nous sommes suceptibles de trouver un com-
promis favorisant le contrôle. En outre, il s'agit de reconcevoir complétement la cellule
aﬁn de conserver ses propriétés de fonctionnement en capteur tout en lui conférant la
capacité de contrôler ces deux premiers modes de structure. Ce choix ne semble pas le
plus pertinent.
Nous pouvons également ajouter entre le support sur lequel est la cellule et la cellule
elle-même un système de suspension actif. Celui-ci permet de soustraire la structure à son
environnement ambiant dans la zone fréquentielle qui parasite le fonctionnement. Cette
option ne nécessite pas de reconception et n'aﬀecte pas la fonction "capteur accéléromé-
trique".
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Chapitre 7
Microsuspensions actives
7.1 Introduction
Nous l'avons remarqué au chapitre précédent, l'adjonction d'un montage de contrôle
sur un composant existant est complexe. Par ailleurs, les performances obtenues sont inté-
ressantes mais loin d'être maximales. Par conséquent, il semble pertinent de nous intéresser
non pas au capteur en lui-même mais au support sur lequel il est ﬁxé.
Par conséquent, une hybridation électromécanique est à eﬀectuer. L'hybridation est
le croisement entre diﬀérentes technologies aﬁn de rendre un système mieux adapté à un
environnement déﬁni. Nous voulons faire fonctionner une impédance mécanique active
dans un milieu électronique. Les problèmes soulevés lors d'une hybridation sont, bien en-
tendu, liés à l'adaptation de technologies. Dans notre cas, l'utilisation de transducteurs
compatibles avec l'électronique ambiante et l'emploi de méthodes d'usinage communé-
ment utilisées dans la fabrication des cartes de commande sont à étudier.
Une première phase de recherche a été d'étudier les possibilités d'isolation active of-
fertes par des micropoutres piézo-composites en alumine, avec diﬀérentes conditions aux
limites. L'eﬃcacité d'isolation d'un micro-système encastrée-libre utilisant une stratégie
classique de type sky-hook est caractérisée et largement étudiée dans [1]. Par la suite,
l'étude d'une poutre encastrée-encastrée utilisant un capteur interne est eﬀectuée [2]. Le
capteur central, constitué d'un matériau piézoélectrique (le PVDF), renvoit un signal du
type ycapteur = α.w(Lpoutre2 , t) + β.M.∂
2w(
Lpoutre
2
,t)
∂t2
[3, 4]. Dans la gamme de fréquences étu-
diées lors de l'analyse, le second terme est prépondérant. Un contrôle intégrateur direct
est appliqué pour retomber sur une stratégie d'amortissement sky-hook basée sur une
mesure d'accélération ainsi obtenue. Malheureusement, les résultats sont limités par la
connectique ajoutée a prosteriori.
Dans ce chapitre, nous présentons une étude dont l'objectif est de concevoir, fabri-
quer et tester un système d'isolation actif intégré pour micro-composants électroniques
sensibles. Ce programme de recherche est issu d'une étroite collaboration avec le Labo-
ratoire de Céramique de l'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne représenté par Paul
Muralt et Jacek Baborowski.
Un cahier des charges est élaboré à partir des spéciﬁcations obtenues au chapitre 6.
Les fréquences à partir desquelles les problèmes d'isolation se posent sont situées à environ
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3000 Hz. Par ailleurs, les accélérations endurées par ce type de matériels sont de l'ordre
de 50g. De plus, les composants sensibles de nouvelle génération ,actuellement en cours
de développement, possèdent une masse de l'ordre de 10 mg. La suspension développée
doit se placer dans le cadre de ces contraintes.
7.2 Description des structures étudiées
La solution technologique envisagée, pour atteindre notre objectif, est l'emploi de
structures piézocomposites constituées de dépôts de PZT sur un substrat en Silicium.
La méthode de fabrication utilisée pour ce type de dispositifs est la méthode Sol-Gel (cf
chapitre 3). La phase de micro-usinage nécessite une compétence et une infrastructure
dont dispose le Laboratoire de Céramique de l'EPFL.
Les systèmes de suspension sont des poutres encastrées-encastrées constituées, comme
indiqué sur la ﬁgure 7.1, de 50 µm de Silicium, 2 µm d'oxyde de silicium (SOI), d'une élec-
trode de quelques nanomètres, d'une couche de 2 µm de PZT et d'une électrode supérieure
localisée à l'endroit où la couche est utilisée (comme actionneur ou comme capteur). Nous
cherchons à valider les stratégies de contrôle développées au chapitre 5 pour l'isolation de
micro-composants sensibles. Lors de cette phase de tests numériques et expérimentaux, le
microcomposant à isoler n'est qu'une masse cubique de 1mm en acier soit de 7.8 mg. Les
dispositifs sont donc dimensionnés pour supporter des vibrations aléatoires d'amplitude
rms supérieure à 50 g (9.81 m.s−2) pour une masse suspendue de 7.8 mg. L'épaisseur des
couches piézoélectriques est limitée par les contraintes technologiques de déposition. Les
dimensions des poutres utilisées sont 5.4 mm de long et 1.1 mm de large. Les longueurs
de PZT actionneurs sont optimisées par application du critère donné au chapitre 4. Nous
obtenons le diagramme d'évolution du critère en fonction de la longueur de déposition
(cf ﬁgure 7.2). Selon l'architecture choisie, nous pouvons mettre en oeuvre chacune des
stratégies envisagées au chapitre 5.
Lors du fonctionnement de la suspension, un signal de contrôle est calculé à partir
de mesures eﬀectuées par des capteurs piézoélectriques. Ce signal est ampliﬁé et appliqué
aux deux couches PZT activatrices. Il est ainsi possible appliquer une force mécanique de
contrôle dans le système.
7.2.1 Dispositif avec capteur interne de force
Un schéma du premier dispositif testé est présenté sur la ﬁgure 7.3. L'objectif de
cette première phase est de valider, d'une part, le modèle multiphysique de ce système et,
d'autre part, de donner les propriétés de l'isolation active sky-hook avec une mesure fournie
par un capteur interne au dispositif aﬁn de le rendre autonome. De plus, un vélocimètre
laser pointé sur la masse à isoler nous livre une mesure extérieure. Une photographie du
système réel se trouve en ﬁgure 7.4.
Compte tenu des résultats présentés au chapitre 5, nous utilisons un capteur qui
doit mesurer l'accélération transmise à la masse dans la gamme de fréquence d'analyse.
A cette ﬁn, nous ajoutons une couche piézoélectrique entre la poutre de suspension et la
masse à suspendre [2, 5].
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Fig. 7.1  Descriptif des couches des piézocomposites employés
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Fig. 7.2  Critère d'optimisation en fonction de la longueur des transducteurs
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Fig. 7.3  Dimensions du dispositif d'isolation de type poutre
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Fig. 7.4  Photographie du dispositif d'isolation de type poutre
7.2.2 Dispositif avec capteur interne de force et de déplacement
relatif
Aﬁn de montrer expérimentalement l'eﬃcacité de la stratégie introduite au chapitre
5, nous avons réalisé un autre dispositif intégrant un capteur interne de type déformations
relatives. Nous avons ajouté une seconde poutre perpendiculairement à la première équipée
de deux couches piézoélectriques. Ces deux ﬁlms PZT mesurent la déformation de la
poutre, c'est à dire un signal proportionnel au déplacement relatif de la masse. Un schéma
de la structure est montré en ﬁgure 7.5. Le dispositif expérimental est présenté sur la ﬁgure
7.6.
1.1 mm 1 mm
5.4 mm
1 mm
0.5 mm
5.4 mm
1.1 mm 1.1 mm
1.1 mm
1.1 mmY
X
Fig. 7.5  Dimensions du dispositif d'isolation de type croix
7.2.3 Conﬁguration du système multiélectrodes
Une attention particulière a été portée à la conﬁguration des pistes de connection des
actionneurs et du capteur central. En eﬀet, la piste provenant du capteur passe nécessai-
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Fig. 7.6  Photographie du dispositif d'isolation de type croix
rement à proximité d'un des actionneurs. Les contraintes liées à la méthode de déposition
et à la puissance minimale de l'actionneur considéré nous impose le dimensionnement
présenté en ﬁgure 7.7. Une photographie du système réel est aﬃchée sur le ﬁgure 7.8.
30 µm
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50 µm
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120 µm
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120 µm
Fig. 7.7  Dimensions du dispositif multiélectrode.
Fig. 7.8  Photographie du dispositif multiélectrode.
Il est impératif, dans ces conditions, d'évaluer les éventuels couplages engendrés par
cette conﬁguration géométrique. Pour ce faire, nous eﬀectuons une modélisation 2D du
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problème en électrostatique. Nous plaçons deux électrodes aux dimensions d'un actionneur
et d'une piste sur un support. L'ensemble est placé dans l'aire. Nous prenons comme limite
maximale de contrôle, un potentiel électrique de 25 V appliqué sur l'électrode activatrice.
Nous étudions, par le biais de la simulation, le potentiel électrique résultant sur la piste
de mesure (cf ﬁgure 7.9). Les éléments du maillage employé sont de type triangulaire [6].
Nous obtenons un potentiel de 4,3 V sur la piste du capteur. Il existe donc un terme de
"feedthrough" entre l'actionnement et la mesure c'est à dire un passage d'information
direct entre les entrées et les sorties du système. Le terme de "feedthrough" correspond
à la matrice D des équations d'état d'un système. Il reste à déterminer, via des mesures
expérimentales, l'incidence de ce terme sur le dispositif.
Actionneur
Piste Capteur
Support
Fig. 7.9  Visualisation du potentiel électrique pour les dimensions de pistes choisies.
7.2.4 Préparation des dispositifs
Les dispositifs doivent être préparés aﬁn de pouvoir procéder aux essais expérimen-
taux. Les dispositifs sont montés sur des plaquettes à circuits imprimés (PCB) par collage.
Ensuite, la connection électrique entre les électrodes de la structure et les pistes du circuits
imprimés est eﬀectuée par la technique de câblage par ﬁl (wire bonding). Cette méthode
consiste en la soudure entre les deux parties d'un ﬁl d'or ﬁn d'un diamètre classique de
30 µm. Le wire bonding est, dans ce cas précis, tout à fait adapté. En eﬀet, les deux
parties reliées par le ﬁl (bond) sont solidaires et relativement proches l'une de l'autre.
Une photographie d'un dispositif de type croix préparé est montrée sur la ﬁgure 7.10.
L'objectif de la première phase, concernant la suspension simple, est de valider, d'une
part, le modèle multiphysique de la structure et , d'autre part, de donner les propriétés de
la suspension avec une mesure interne. Les données expérimentales obtenues sont utilisées
comme référence pour les tests de la structure de type croix.
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Fig. 7.10  Photographie d'un dispositif préparé pour la mise en oeuvre expérimentale
7.3 Etude de la suspension avec un capteur de force
interne
7.3.1 Modélisation multiphysique de la structure
A présent, il est nécessaire de valider le principe d'isolation de la structure de type
poutre sur un modèle numérique. Tout d'abord, nous procédons à l'étude de la poutre de
suspension sans la masse à isoler. Dans un second temps, la masse simulant la présence
de l'élément sensible est placée sur la suspension aﬁn d'en évaluer les performances. Par
la suite, les fonctions de transfert sont comparées à celles mesurées sur la structure réelle.
Le modèle numérique employé est un modèle éléments ﬁnis multiphysique développé
sous l'environnement Femlab c©. Les équations aux dérivées partielles de la structure cou-
plée sont présentées au chapitre 3. Aﬁn de résoudre le champ électrique dans nos couches
piézoélectriques minces, nous devons procéder une modélisation 3D de la structure. Ce-
pendant, compte tenue de la symétrie de la structure, nous procédons à une modélisation
2D dans le plan (−→X , −→Z ).
Les conditions aux limites sont :
u(−L
2
, z) = 0
u(L
2
, z) = 0
V ([−L
2
, L
2
], 0) = 0
V ([−Lpv
2
, Lpv
2
], hp) = 0
V ([−L
2
,−L
2
+ Lp], hp) = Vactionnement
V ([L
2
− Lp, L2 ], hp) = Vactionnement
Les autres faces des couches piézoélectriques minces sont considérées isolées électri-
quement (−→D .−→n=0) (cf ﬁgure 7.11). Le facteur d'amortissement inhérent à la structure est
évalué par identiﬁcation (ξ = 0.132%) [7].
Pour la discrétisation du modèle, nous présentons le mailleur automatique de Femlab c©.
Dans l'espace 2D, les éléments d'Argyris sont utilisés [6].
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Conditions de Dirichlet en tension
Conditions de Dirichlet en déplacement
Y
X
Fig. 7.11  Schéma de la suspension comprenant ses conditions aux limites
Sur la ﬁgure 7.12, nous présentons le maillage "éléments ﬁnis" appliqué à la struc-
ture nue. Nous avons donc accès à un modèle possédant 3 015 degrés de liberté.
Nous observons, sur la ﬁgure 7.13, le maillage "élément ﬁnis" de la suspension char-
gée avec la masse à isoler. Le modèle obtenu comporte 4 446 degrés de liberté.
La première déformée modale de la structure sur laquelle la masse représentant l'élé-
ment à isoler est placée est représentée sur la ﬁgure 7.14.
Nous avons, à présent, accès aux diﬀérents fonctions de transfert de la structure
couplée. Tout d'abord, vériﬁons que le capteur central est de type accéléromètrique dans
la gamme de fréquences de l'analyse. Pour cela, nous traçons le diagramme de Bode entre
un déplacement imposé aux bords de la poutre et la charge émise par le capteur (cf ﬁgure
7.15).
Nous voyons apparaître trois zones de fonctionnement du capteur :
 de 0 Hz à 33.5 Hz. Le capteur perçoit préférentiellement le déplacement de la masse.
qcapteur = α.ws
 de 33.5 Hz à 8e5 Hz. Le capteur est, majoritairement, de type accéléromètrique.
qcapteur = α.w¨s
 au-delà de 8e5 Hz. Nous voyons apparaître la troncature de la base modale.
Le capteur possède un signal de la forme ycapteur = α.w(Lpoutre2 , t)+β.M.∂
2w(
Lpoutre
2
,t)
∂t2lorsque la poutre est chargée [2]. Nous désirons identiﬁer les paramètres α et β. Le pa-
ramètre α est déterminé à partir de la modélisation de la poutre nue. Le signal est alors
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Capteur piézoélectrique central
Actionneurs piézoéelctriques
Fig. 7.12  Maillage "éléments ﬁnis" employé pour la suspension nue.(les échelles des axes ne
sont pas égales)
Capteur piézoélectrique central
Actionneurs piézoélectriques
Masse à isoler
Fig. 7.13  Maillage "éléments ﬁnis" employé pour la suspension chargée.
proportionnel à la déformation de la poutre ycapteur = α.w(Lpoutre2 , t). Après détermination
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Fig. 7.14  Première déformée modale de la poutre chargée de l'élément à isoler (3059 Hz)
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Fig. 7.15  Diagramme de Bode entre un déplacement imposé aux bords de la poutre et la
charge émise par le capteur central.
de w(Lpoutre
2
, t), nous obtenons α = 5.295e−6 SI. De la même manière avec le modèle de
la poutre chargée, nous estimons l'accélération et la déformation subies par la couche et
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nous identiﬁons β = 3.878e−7 SI. Par conséquent, le signal du capteur est
ycapteur = 5.295e
−6.w(
Lpoutre
2
, t) + 3.878e−7.M.
∂2w(Lpoutre
2
, t)
∂t2
(7.1)
Si nous ne considérons que le premier mode de la suspension, la structure équivalente
est un système "Masse-ressort". L'équation de mouvement entre un déplacement imposé
au support et le déplacement de la masse s'écrit :
w =
K
K − ω2.M (7.2)
En introduisant l'expression (7.3) dans la relation (7.1), nous obtenons
ycapteur =
5.295e−6.K − 3.878e−7.ω2.M.K
K − ω2.M (7.3)
La fréquence de coupure entre le comportement "capteur de déformation" et "capteur
d'accélération" est évaluée à :
fcoupure =
1
2.pi
.
5.295e−6
3.878e−7.M
=
5.295e−6
3.878e−7.M
= 33.5Hz (7.4)
L'équation (7.3) permet d'expliquer la forme du signal émis par le capteur central
et montré sur la ﬁgure (7.15).
Par la suite, nous testons expérimentalement les structures. Une confrontation mo-
dèle - expérience est alors eﬀectuée.
7.3.2 Caractérisations expérimentales
L'expérimentation s'eﬀectue en deux étapes. Une mesure extérieure émise par un
vélocimètre est employée pour analyser le fonctionnement de la structure . Par la même
démarche, nous validons le modèle multiphysique. Ensuite, nous utilisons la mesure émise
par le capteur interne pour observer le comportement de la suspension.
Une photographie de l'environnement expérimental est montrée en ﬁgure 7.16. Nous
observons les ampliﬁcateurs de tension nécessaires à l'alimentation des couches PZT de
la table vibrante et des couches PZT minces de la suspension. La tension maximale ap-
plicable sur les PZT de la suspension est évaluée à 25V. Au-delà de cette valeur, nous
risquons d'atteindre la tension de calquage des actionneurs. Le conditionneur de signal
nous renvoit une tension proportionnelle au courant émis par le capteur central.
Il est à noter que les ampliﬁcateurs de tension reliés aux couches PZT activatrices
possèdent une "dynamique" interne. Le diagramme de Bode entre l'entrée et la sortie d'un
ampliﬁcateur de tension est représenté sur la ﬁgure 7.17. Ils engendrent notamment une
dérive de phase qui peut limiter les performances du contrôle.
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Fig. 7.16  Photographie du montage global
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Fig. 7.17  Diagramme de Bode entre l'entrée et la sortie de l'ampliﬁcateur de puissance
Analyse de la poutre non chargée
Sur la ﬁgure 7.18, nous comparons le diagramme de Bode expérimental (trait plein)
et celui simulé. Ils représentent la fonction de transfert entre le signal appliqué sur les
actionneurs de la suspension et celui produit par le capteur central pour la poutre non-
chargée.
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Fig. 7.18  Diagrammes de Bode, théorique (en pointillés) et expérimental (en traits pleins),
entre la tension appliquée aux bornes des PZT actionneurs de la suspension et le capteur central
pour la poutre nue.
La corrélation entre la simulation et l'expérience est relativement bonne sur la ré-
sonance. Il est à noter qu'aucun recalage n'a été eﬀectué. Par conséquent, nous en dédui-
sons que le processus de fabrication est bien contrôlé et que les défauts d'usinage sont
négligeables par rapport aux dimensions et à la géométrie de la structure. Cependant,
il apparaît clairement un fort couplage entre les deux signaux étudiés. Nous observons
un terme de "feedthrough" important et des coupures en basses et hautes fréquences.
Plusieurs causes peuvent expliquer ces phénomènes :
 la coupure en hautes fréquences est certainement dûe à l'ampliﬁcateur de charges.
 la coupure en basses fréquences est le résultat d'un couplage via la masse commune à
tous les transducteurs. La modélisation complète du circuit électrique équivalent est
eﬀectuée en Annexe 5. Par identiﬁcation, nous obtenons la forme de la fonction de
transfert du couplage Hcouplage = ss+b . La ﬁgure 7.19 montre la fonction de transfertdu couplage. Ce couplage contribue aussi au terme de "feedthrough".
 Le terme de "feedthrough" provient également du couplage électrostatique entre le
signal d'actionnement et le signal du capteur.
Etude de la suspension chargée via une mesure extérieure
La stratégie de contrôle de type sky-hook est fondée sur l'utilisation de la mesure de
vitesse absolue du système sensible à isoler. La mesure de cette vitesse renseigne le contrô-
leur sur l'état vibratoire de l'élément. Le signal de contrôle est alors ampliﬁé et appliqué
aux deux couches PZT activatrices. De plus, une procédure d'acquisition de données est
placée en parallèle par rapport au contrôleur. Elle nous permet de tracer les fonctions de
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Fig. 7.19  Diagramme de Bode entre la tension appliquée aux bornes des PZT actionneurs de
la suspension et le capteur central, pour la poutre nue, avec la mise en évidence d'un eﬀet de
couplage (pointillés)
transfert expérimentales nécessaires à l'analyse et au suivi des performances. Le système
produit l'isolation active du système électronique suivant l'axe −→Z . Le diagramme d'im-
plantation de la stratégie de contrôle est décrite sur la ﬁgure 7.20.
La mise en place de la boucle de contrôle utilisant une mesure extérieure, nous per-
met de valider le modèle numérique multiphysique. En eﬀet, les fonctions de transfert
simulées ainsi que les performances théoriques attendues sont proches de la réalité mé-
canique. Par ailleurs, le bon fonctionnement des actionneurs et du capteur constitués de
couches minces piézoélectriques et le principe de la suspension MEMS sont validés.
Etude de la suspension chargée via une mesure interne
La stratégie de contrôle de la structure de type multipoutres est fondée sur l'utilisa-
tion de l'accélération absolue subie par le système sensible à isoler. Cette mesure renseigne
le contrôleur sur l'état vibratoire de l'élément. Le signal de contrôle est ampliﬁé et appli-
qué aux deux couches PZT activatrices. De plus, une procédure d'acquisition de données
est placée en parallèle par rapport au contrôleur. Elle nous permet de tracer les fonctions
de transfert expérimentales nécessaires à l'analyse et au suivi des performances. Le sys-
tème produit l'isolation active du système électronique suivant l'axe −→Z . Le diagramme
d'implantation de la stratégie de contrôle est décrite sur la ﬁgure 7.22.
Sur la ﬁgure 7.23, apparaît la comparaison entre le diagramme de Bode expérimen-
tal (trait plein) et le diagramme de Bode simulé pour des valeurs de potentiel électrique
faibles. Ils révèlent les fonctions de transfert entre les signaux d'entrée des couches acti-
vatrices et du signal en sortie du capteur central.
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Vélocimètre laser
Fig. 7.20  Architecture du montage expérimental de contrôle pour la poutre avec une mesure
extérieure
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
80
60
40
20
0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
200
100
0
100
200
A
m
pl
itu
de
 (d
B)
Ph
as
e 
(d
eg
)
Fréquence  (Hz)
Fréquence  (Hz)
Fig. 7.21  Diagrammes de Bode, théorique et expérimental, entre la tension appliquée aux
bornes des PZT actionneurs de la poutre et le signal du vélocimètre laser.
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Fig. 7.22  Architecture du montage expérimental de contrôle pour la poutre avec une mesure
interne
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Fig. 7.23  Diagrammes de Bode, théorique et expérimental, entre la tension appliquée aux
bornes des actionneurs et le signal émis par le capteur central interne pour de faibles niveaux de
tension
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Il existe clairement une diﬀérence entre les deux FRF au niveau de la fréquence
de l'anti résonance. En eﬀet, le modèle numérique du système est fondé sur la théorie
de la piézoélectricité c'est à dire sur une théorie linéaire. Cependant, les actionneurs de
la structure expérimentale possèdent un champ coercitif très faible dû à l'utilisation de
couches minces. Par conséquent, le comportement férroélectrique est dominant et modi-
ﬁe la réponse de la structure pour des valeurs élevées de potentiel électrique appliqué(cf
ﬁgure 7.24) .
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Fig. 7.24  Diagrammes de Bode, théorique et expérimental, entre la tension appliquée aux
bornes des actionneurs et le signal émis par le capteur central interne pour de grands niveaux de
tension.
Aﬁn de mettre en évidence le comportement ferroélectrique des couches piézoée-
lectriques minces, nous eﬀectuons des tests en sinus balayé montant et descendant pour
diﬀérentes conditions aux limites électriques et pour diﬀérentes amplitudes d'excitation.
Pour la courbe 7.25, nous excitons la suspension grâce aux actionneurs minces et nous
observons la réponse du capteur central. Pour les courbes 7.26 et 7.27, nous excitons la
table vibrante et nous mesurons le signal émis par le capteur central. Les conditions élec-
triques aux limites sont, respectivement, de Dirichlet puis de Neumann sur les électrodes
supérieures des actionneurs de la suspension. Le phénomène de saut est caractéristique
d'un comportement non-linéaire de la structure étudiée (cf ﬁgure 7.28).
7.3.3 Mises en oeuvre expérimentales du contrôle
L'expérimentation s'eﬀectue en deux étapes. Une mesure extérieure émise par un
vélocimètre est employée pour contrôler la masselotte. Puis, nous utilisons la mesure
émise par le capteur interne pour élaborer le contrôle et observer les performances de la
suspension.
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Fig. 7.25  Fonctions de réponse en fréquence entre la tension appliquée aux bornes des ac-
tionneurs de la suspension et le signal du capteur central pour la poutre non chargée et pour
diﬀérents niveaux de tension. La courbe en trait plein représente le balayage dans le sens des
fréquences croissantes.
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Fig. 7.26  Fonctions de réponse en fréquence entre la tension d'excitation des actionneurs de
la table vibrante et le signal du capteur central pour la poutre non chargée et pour diﬀérents
niveaux de tension. Les actionneurs de la suspension sont placés en court circuit. La courbe en
trait plein représente le balayage dans le sens des fréquences croissantes.
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Fig. 7.27  Fonctions de réponse en fréquence entre la tension d'excitation des actionneurs de
la table vibrante et le signal du capteur central pour la poutre non chargée et pour diﬀérents
niveaux de tension. Les actionneurs de la suspension sont placés en court ouvert. La courbe en
trait plein représente le balayage dans le sens des fréquences croissantes.
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Fig. 7.28  Schéma explicatif du phénomène de saut
Contrôle avec une mesure extérieure
La stratégie de contrôle de type sky-hook est fondée sur l'utilisation de la mesure de
vitesse absolue du système sensible à isoler. La mesure de cette vitesse renseigne le contrô-
leur sur l'état vibratoire de l'élément. Le signal de contrôle est alors ampliﬁé et appliqué
aux deux couches PZT activatrices. De plus, une procédure d'acquisition de données est
placée en parallèle par rapport au contrôleur. Elle nous permet de tracer les fonctions de
transfert expérimentales nécessaires à l'analyse et au suivi des performances. Le système
produit l'isolation active du système électronique suivant l'axe −→Z . Le diagramme d'im-
plantation de la stratégie de contrôle est décrite sur la ﬁgure 7.29.
Aﬁn de procéder à une confrontation de performances entre la simulation et l'expé-
rimentation, nous mettons en place la boucle de contrôle au niveau théorique. Pour une
excitation en bruit blanc d'amplitude rms 1 V soit 11g rms appliqués et une limitation
de la tension de contrôle à 25 V, nous obtenons un amortissement contrôlé de 5.25 %
(cf ﬁgure 7.30). Nous traçons les diagrammes de Bode de la structure contrôlée et non-
contrôlée (cf ﬁgure 7.31). La courbe en pointillés réguliers montre le comportement du
système pour un amortissement induit de 100 % sur la première résonance propre.
Nous présentons, sur les ﬁgures 7.32 et 7.33, les fonctions de transfert expérimen-
tales contrôlées et la fonction de transfert non-contrôlée, entre la force appliquée sur la
table d'excitation (cf Annexe 3) et la mesure interne utilisée pour le contrôle du dispo-
sitif. L'excitation appliquée est de 11g rms. Nous distinguons nettement une atténuation
de l'ordre de 28 dB du pic de résonance du premier mode de suspension de la structure.
La valeur du facteur d'amortissement après contrôle est évaluée à 4.2%. Nous sommes
très proches des performances simulées. Cependant, nous observons une évolution des
résonances contrôlées vers les fréquences croissantes. Ce comportement s'explique certai-
nement par la présence proche d'un zéro électrique sur des fréquences plus élevées. Le pôle
est donc attiré par ce zéro du "système de suspension" global entre le signal de contrôle
et la mesure du contrôle.
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Fig. 7.29  Architecture du montage expérimental de contrôle pour la poutre avec une mesure
extérieure
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Fig. 7.30  Lieu d'Evans entre la tension appliquée aux bornes des actionneurs et le signal émis
par le vélocimètre laser
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Fig. 7.31  Diagrammes de Bode théoriques entre une force imposée aux bords de la structure
et le signal émis par le vélocimètre laser pour la structure contrôlée (pointillés discontinus)) et
non contrôlée (trait plein). La courbe en pointillés réguliers est évaluée pour un amortissement
induit de 100 %
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Fig. 7.32  Diagrammes de Bode expérimentaux entre la tension appliquée aux bornes des PZT
de la table vibrante et le signal du vélocimètre laser pour diﬀérents gains de contrôle.
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Fig. 7.33  Evolution de la première résonance de la poutre en fonction des gains de contrôle
Mode à contrôler
Amortissement initial (en %) 0.132
Amortissement avec DVF (en %) 4.2
Fréquence initiale (en %) 3267.06
Fréquence avec DVF (en %) 3644.42
Atténuation (en dB) -28
Tab. 7.1  Performances du contrôle avec une mesure laser en terme d'amortissement induit.
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Contrôle par le biais d'une mesure interne
La stratégie de contrôle de la structure de type poutre est fondée sur l'utilisation
de l'accélération absolue subie par le système sensible à isoler. Cette mesure renseigne le
contrôleur sur l'état vibratoire de l'élément. Le signal de contrôle est ampliﬁé et appliqué
aux deux couches PZT activatrices. De plus, une procédure d'acquisition de données est
placée en parallèle par rapport au contrôleur. Elle nous permet de tracer les fonctions de
transfert expérimentales nécessaires à l'analyse et au suivi des performances. Le système
produit l'isolation active du système électronique suivant l'axe −→Z . Le diagramme d'im-
plantation de la stratégie de contrôle est décrit sur la ﬁgure 7.34.
Siglab
Amplificateur
de charge
Amplificateur
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Cadre en silicium
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Fig. 7.34  Architecture du montage expérimental de contrôle pour la poutre avec une mesure
interne
La ﬁgure 7.35 est le lieu d'Evans du premier pôle de la suspension. Nous pouvons
évaluer les possibilités de la stratégie d'amortissement. Dans notre cas, la valeur d'amor-
tissement optimale est égale à 3,14 %. Nous traçons également le diagramme de Bode
théorique contrôlé avec le gain optimal et le diagramme de Bode non-contrôlé (cf ﬁgure
7.36). La résonance est atténuée. Le comportement en statique est également modiﬁé. En
eﬀet, le capteur renvoie en basses fréquences un signal proportionnel à la déformation de
la poutre. La loi de contrôle agit donc sur le terme de raideur de l'équation de mouvement.
Par conséquent, nous rigidiﬁons la structure en basses fréquences.
Nous présentons, sur les ﬁgures 7.37 et 7.38, les fonctions de transfert contrôlées et
la fonction de transfert non-contrôlée, entre la force appliquée sur la table d'excitation
(cf Annexe 3) et la mesure interne utilisée pour le contrôle du dispositif. L'excitation
appliquée est de 11g rms. Nous distinguons nettement une atténuation d'environ 20 dB
du pic de résonance du premier mode de suspension de la structure. La valeur du facteur
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Fig. 7.35  Lieu d'Evans entre la tension appliquée aux bornes des actionneurs et le signal émis
par le capteur central interne
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Fig. 7.36  Diagrammes de Bode théoriques entre un déplacement imposé aux bords de la
structure et le signal émis par le capteur central interne pour la structure contrôlée et non
contrôlée (trait plein)
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d'amortissement après contrôle est évaluée à 1.7%. L'amortissement obtenu est intéressant
mais représente à peine un peu plus de la moitié de la performance théorique attendue.
Nous observons également une évolution des résonances contrôlées vers les fréquences
croissantes. Le pôle est donc attiré par un zéro électrique.
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Fig. 7.37  Diagrammes de Bode expérimentaux entre la tension appliquée aux bornes des PZT
de la table vibrante et le signal du capteur central pour diﬀérents gains de contrôle.
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Fig. 7.38  Evolution de la première résonance de la poutre en fonction des gains de contrôle
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Mode à contrôler
Amortissement initial (en %) 0.132
Amortissement avec IFF (en %) 1.7
Fréquence initiale (en %) 3267.06
Fréquence avec IFF (en %) 3430.9
Atténuation (en dB) -20
Tab. 7.2  Performances du contrôle avec une mesure interne en terme d'amortissement induit.
Nous pouvons eﬀectuer un calcul approché de la valeur de puissance nécessaire pour
contrôler la structure. Nous considérons que la tension de contrôle appliquée est saturée à
25V (Vsat)sur toute la gamme d'étude c'est à dire de 0 Hz à 5000 Hz (Gamme). Nous avons
accès à la valeur mesurée de la capacité aux bornes des électrodes de contrôle optimisées
(Celectrode=20 nF). Nous obtenons donc :
Pcontrle = Gamme ∗ (Vsat)2 ∗ Celectrode (7.5)
=⇒ Pcontrle = 5000 ∗ (25)2 ∗ 20e−9 = 62.5e− 3 (7.6)
La puissance à fournir est de l'ordre de 62.5 mW.
7.3.4 Conclusion
Dans cette première phase, nous avons testé le dispositif de suspension fondé sur une
structure de type poutre actionnée par des couches piézoélectriques minces. Tout d'abord,
le modèle multiphysique employé possède un bon pouvoir de prédiction de performances
de contrôle. Ensuite, nous validons les performances réelles de la suspension dans le cas
d'une excitation d'amplitude 11 g rms. Malgré un comportement fortement non-linéaire
induit par l'emploi des couches minces, la stratégie de contrôle reste performante. Sa
robustesse vis à vis des paramètres expérimentaux constitue l'un de ses grands atouts.
7.4 Etude de la suspension avec un capteur de force
interne et un capteur de déplacement relatif
7.4.1 Modélisation multiphysique de la structure
Il est nécessaire de valider le principe d'isolation de la structure de type multipoutres
sur un modèle numérique. De la même manière que précedemment, nous procédons à
l'étude de la suspension sans la masse à isoler. Dans un second temps, la masse simulant
la présence de l'élément sensible est placée sur la suspension aﬁn d'en évaluer ses per-
formances pour diﬀérents types de contrôle. Par la suite, les fonctions de transfert sont
comparées à celles mesurées sur la structure réelle.
Le modèle numérique employé est un modèle éléments ﬁnis multiphysique développé
sous l'environnement Femlab c©. Les équations aux dérivées partielles de la structure cou-
plée sont présentées au chapitre 3. Aﬁn de résoudre le champ électrique dans nos couches
piézoélectriques minces et compte tenu de la géométrie du dispositif, nous devons pro-
céder une modélisation 3D de la structure. Nous obtenons la première déformée modale
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représentée sur la ﬁgure 7.39.
Fig. 7.39  Première déformée modale de la croix chargée de l'élément à isoler (3 756 Hz)
Le capteur central possède un signal de la forme ycapteur = α.w(Lpoutre2 , t)+β.M.∂
2w(
Lpoutre
2
,t)
∂t2lorsque la poutre est chargée [2]. Nous désirons identiﬁer les paramètres α et β. Le pa-
ramètre α est déterminé à partir de la modélisation de la croix nue. Le signal est alors
proportionnel à la déformation de la poutre ycapteur = α.w(Lpoutre2 , t). Après détermination
de w(Lpoutre
2
, t), nous obtenons α = 2.95e−5 SI. De la même manière avec le modèle de la
croix chargée, nous estimons l'accélération et la déformation subies par la couche centrale
et nous identiﬁons β = 5.13e−11 SI. Par conséquent, le signal du capteur est
ycapteur = 2.95e
−5.w(
Lpoutre
2
, t) + 5.13e−11.M.
∂2w(Lpoutre
2
, t)
∂t2
(7.7)
Si nous nous considérons que le premier mode de la suspension, la structure équi-
valente est un système "Masse-ressort". L'équation de mouvement entre un déplacement
imposé au support et le déplacement de la masse s'écrit :
w =
K
K − ω2.M (7.8)
En introduisant l'expression (7.9) dans la relation (7.7), nous obtenons
ycapteur =
2.95e−5.K − 5.13e−11.ω2.M.K
K − ω2.M (7.9)
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La fréquence de coupure entre le comportement "capteur de déformation" et "capteur
d'accélération" est évaluée à :
fcoupure =
1
2.pi
.
2.95e−5
5.13e−11.M
= 43kHz (7.10)
Zones de pincement
Fig. 7.40  Déplacement électrique suivant l'axe Z
Nous pouvons observer sur la ﬁgure 7.40, au centre de la croix, les eﬀets de pince-
ment de la structure sur la distribution des charges aux frontières du capteur central. Il
semble que la charge qui apparaît aux électrodes du capteur central soient essentiellement
due à ce phénomène de bord et non aux contraintes exercées par la masse.
Selon le modèle éléments ﬁnis, le domaine de la fréquence dans lequel le capteur
central fonctionne est situé avant la fréquence de coupure. C'est donc essentiellement un
capteur de déplacement ! En conséquence, pour disposer d'un capteur d'accélération, il
conviendra donc de revoir sa conception en vue d'abaisser la fréquence de coupure. Or,
cette valeur α est liée à la partie des charges due aux déformations w(Lpoutre
2
, t) et la valeur
β de à la partie des charges dues aux contraintes exercées par la masse M.∂2w(
Lpoutre
2
,t)
∂t2
.
Pour abaisser la fréquence de coupure, il existe deux possibilités :
 On pourrait jouer sur la géométrie et la disposition du capteur central pour que les
déformations aux frontières du capteur soient plus faibles.
 On pourrait choisir un autre matériau piézoélectrique en vue de privilégier le coef-
ﬁcient d33.
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Par la suite, nous mettons en place les stratégies de contrôle expérimentalement
en considérant qu'à proximité du mode de résonance, le capteur central retourne une
information de type accélérométrique pouvant ainsi être traitée.
7.4.2 Caractérisations expérimentales
Analyse de la poutre non chargée
Les ﬁgures 7.41 et 7.42 représentent les fonctions de transfert entre les signaux appli-
qués sur les actionneurs de la suspensions et, respectivement, celui produit par le capteur
extérieur pour la poutre non-chargée et celui produit par le capteur central pour la poutre
non-chargée .
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Fig. 7.41  Diagramme de Bode expérimental entre la tension appliquée aux bornes des PZT
actionneurs de la suspension et le capteur extérieur pour la poutre nue.
Il apparaît encore clairement un fort couplage entre les deux signaux étudiés. Nous
observons un terme de "feedthrough" important et des coupures en basses et hautes
fréquences. Plusieurs causes peuvent expliquer ces phénomènes :
 la coupure en hautes fréquences est certainement dûe à l'ampliﬁcateur de charges.
 la coupure en basses fréquences est le résultat d'un couplage via la masse commune à
tous les transducteurs. La modélisation complète du circuit électrique équivalent est
eﬀectuée en annexe 5. Ce couplage contribue également au terme de "feedthrough".
 Le terme de "feedthrough" provient également du couplage électrostatique entre le
signal d'actionnement et le signal du capteur.
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Fig. 7.42  Diagrammes de Bode, théorique et expérimental, entre la tension appliquée aux
bornes des PZT actionneurs de la suspension et le capteur central pour la poutre nue.
Etude de la suspension chargée via les mesures internes
La stratégie de contrôle de la structure de type multipoutres est fondée sur l'utilisa-
tion de l'accélération absolue subie par le système sensible à isoler. Cette mesure renseigne
le contrôleur sur l'état vibratoire de l'élément. Le signal de contrôle est ampliﬁé et appli-
qué aux deux couches PZT activatrices. De plus, une procédure d'acquisition de données
est placée en parallèle par rapport au contrôleur. Elle nous permet de tracer les fonctions
de transfert expérimentales nécessaires à l'analyse et au suivi des performances. Le sys-
tème produit l'isolation active du système électronique suivant l'axe −→Z .
Sur les ﬁgures 7.43 et 7.44, apparaît la comparaison entre les diagrammes de Bode
expérimentaux (trait plein) et les diagramme de Bode simulés pour des valeurs de po-
tentiel électrique élevées. Nous retrouvons les diﬀérences, précédemment citées, entre les
courbes simulées et expérimentales. Les termes de feedthrough et de couplage électrique
sont à nouveau parfaitement visibles.
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Fig. 7.43  Diagrammes de Bode, théorique et expérimental, entre la tension appliquée aux
bornes des actionneurs et le signal émis par l'un des capteurs extérieure.
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Fig. 7.44  Diagrammes de Bode, théorique et expérimental, entre la tension appliquée aux
bornes des actionneurs et le signal émis par le capteur central.
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7.4.3 Mises en oeuvre expérimentales du contrôle
L'expérimentation s'eﬀectue en trois étapes. Nous utilisons individuellement le cap-
teur central et les deux autres capteurs pour mettre en place, respectivement, un IFF et
un DVF. Puis, nous utilisons la mesure mixte pour élaborer le contrôle et observer les
performances de la suspension.
Contrôle IFF avec la mesure du capteur central
La stratégie de contrôle de type IFF est fondée sur l'utilisation de la mesure de l'ac-
célération absolue du système sensible à isoler. La mesure de cette accélération renseigne
le contrôleur sur l'état vibratoire de l'élément. Le signal de contrôle est alors ampliﬁé
et appliqué aux deux couches PZT activatrices. De plus, une procédure d'acquisition de
données est placée en parallèle par rapport au contrôleur. Elle nous permet de tracer les
fonctions de transfert expérimentales nécessaires à l'analyse et au suivi des performances.
Le système produit l'isolation active du système électronique suivant l'axe −→Z . Le dia-
gramme d'implantation de la stratégie de contrôle est décrit sur la ﬁgure 7.45.
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Fig. 7.45  Architecture du montage expérimental de contrôle avec l'utilisation de la mesure
émise par le capteur central de la croix
Nous présentons, sur les ﬁgures 7.46 et 7.47 , les fonctions de transfert expérimentales
contrôlées et la fonction de transfert non-contrôlée, entre la force appliquée sur la table
d'excitation (cf Annexe 3) et la mesure interne utilisée pour le contrôle du dispositif. De
plus, nous traçons , sur les ﬁgures 7.48 et 7.49 , les fonctions de transfert expérimentales,
contrôlées et non-contrôlée, entre la force appliquée sur la table d'excitation (cf Annexe
3) et la mesure émise par les couches placées sur les poutrelles latérales. L'excitation ap-
pliquée est de 11 g rms. Nous distinguons nettement une atténuation de l'ordre de 26 dB
du pic de résonance du premier mode de suspension de la structure. La valeur du facteur
d'amortissement après contrôle est évaluée à 1.2%. Nous sommes très proches des per-
formances simulées. Cependant, nous observons une évolution des résonances contrôlées
vers les fréquences croissantes. Ce comportement s'explique certainement par la présence
proche d'un zéro électrique sur des fréquences plus élevées. Le pôle est donc attiré par ce
zéro du "système de suspension" global entre le signal de contrôle et la mesure du contrôle.
Microsuspensions actives 203
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
120
100
80
60
40
20
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
200
100
0
100
200
Frequence (Hz)
A
m
pl
itu
de
 (d
B)
Frequence (Hz)
Ph
as
e 
(d
eg
)
Gains de contrôle
      croissants
Fig. 7.46  Diagrammes de Bode expérimentaux entre la tension appliquée aux bornes des PZT
de la table vibrante et le signal du capteur central.
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Fig. 7.47  Evolution de la première résonance de la poutre en fonction des gains de contrôle
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Fig. 7.48  Diagrammes de Bode expérimentaux entre la tension appliquée aux bornes des PZT
de la table vibrante et le signal du capteur central.
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Fig. 7.49  Evolution de la première résonance de la poutre en fonction des gains de contrôle
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Mode à contrôler
Amortissement initial (en %) 0.139
Amortissement avec IFF (en %) 1.2
Fréquence initiale (en %) 3553.72
Fréquence avec IFF (en %) 3557.56
Atténuation (en dB) -26
Tab. 7.3  Performances du contrôle IFF avec une mesure central en terme d'amortissement
induit.
Contrôle DVF avec la mesure des capteurs extérieurs
La stratégie de contrôle de type DVF est fondée sur l'utilisation de la mesure de
déplacement relatif du système sensible à isoler. La mesure de ce déplacement renseigne
le contrôleur sur l'état vibratoire de l'élément. Le signal de contrôle est alors ampliﬁé
et appliqué aux deux couches PZT activatrices. De plus, une procédure d'acquisition de
données est placée en parallèle par rapport au contrôleur. Elle nous permet de tracer les
fonctions de transfert expérimentales nécessaires à l'analyse et au suivi des performances.
Le système produit l'isolation active du système électronique suivant l'axe −→Z . Le dia-
gramme d'implantation de la stratégie de contrôle est décrit sur la ﬁgure 7.50.
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de signal
    Loi 
     de 
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y2=w V
Poutre piézocomposite
x
z
Cadre en Silicium
Masse suspendue
Fig. 7.50  Architecture du montage expérimental de contrôle avec l'utilisation de la mesure
émise par les capteurs transverses de la croix
Nous présentons, sur les ﬁgures 7.51 et 7.52 , les fonctions de transfert expérimentales
contrôlées et la fonction de transfert non-contrôlée, entre la force appliquée sur la table
d'excitation (cf Annexe 3) et la mesure interne utilisée pour le contrôle du dispositif. De
plus, nous traçons , sur les ﬁgures 7.53 et 7.54 , les fonctions de transfert expérimentales,
contrôlées et non-contrôlée, entre la force appliquée sur la table d'excitation (cf Annexe
3) et la mesure émise par les couches placées sur les poutrelles latérales. L'excitation ap-
pliquée est de 11g rms. Nous distinguons nettement une atténuation de l'ordre de 29 dB
du pic de résonance du premier mode de suspension de la structure. La valeur du facteur
d'amortissement après contrôle est évaluée à 2.5%. Nous sommes très proches des per-
formances simulées. Cependant, nous observons une évolution des résonances contrôlées
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vers les fréquences croissantes. Ce comportement s'explique certainement par la présence
proche d'un zéro électrique sur des fréquences plus élevées. Le pôle est donc attiré par ce
zéro du "système de suspension" global entre le signal de contrôle et la mesure du contrôle.
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Fig. 7.51  Diagrammes de Bode expérimentaux entre la tension appliquée aux bornes des PZT
de la table vibrante et le signal du capteur central.
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Fig. 7.52  Evolution de la première résonance de la poutre en fonction des gains de contrôle
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Fig. 7.53  Diagrammes de Bode expérimentaux entre la tension appliquée aux bornes des PZT
de la table vibrante et le signal du capteur central.
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Fig. 7.54  Evolution de la première résonance de la poutre en fonction des gains de contrôle
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Mode à contrôler
Amortissement initial (en %) 0.139
Amortissement avec DVF (en %) 2.5
Fréquence initiale (en %) 3553.72
Fréquence avec DVF (en %) 3714.65
Atténuation (en dB) -29
Tab. 7.4  Performances du contrôle DVF avec une mesure exterieure en terme d'amortissement
induit.
Contrôle par le biais d'une mesure mixte
La stratégie de contrôle mixte de la structure de type multipoutres est fondée sur
l'utilisation de l'accélération absolue et du déplacement relatif subis par le système sen-
sible à isoler. Cette mesure renseigne le contrôleur sur l'état vibratoire de l'élément. Le
signal de contrôle est ampliﬁé et appliqué aux deux couches PZT activatrices. De plus, une
procédure d'acquisition de données est placée en parallèle par rapport au contrôleur. Elle
nous permet de tracer les fonctions de transfert expérimentales nécessaires à l'analyse et
au suivi des performances. Le système produit l'isolation active du système électronique
suivant l'axe −→Z . Le diagramme d'implantation de la stratégie de contrôle est décrite sur la
ﬁgure 7.55. Naturellement, comme le capteur central nous renvoit une mesure incertaine
du point de vue de sa nature, ce contrôle nous permet uniquement de vériﬁer le fonction-
nement des actionneurs et de récolter des informations nécessaires à l'établissement des
spéciﬁcations des dispositifs de deuxième génération.
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y1=F
y2=w V
Poutre piézocomposite
x
z
Cadre en Silicium
Masse suspendue
Fig. 7.55  Architecture du montage expérimental de contrôle mixte pour la croix
Nous présentons, sur la ﬁgure 7.56, les fonctions de transfert expérimentales contrô-
lées et la fonction de transfert non-contrôlée, entre la force appliquée sur la table d'exci-
tation (cf Annexe 3) et la mesure interne utilisé pour le contrôle du dispositif. De plus,
nous traçons , sur la ﬁgure 7.57, les fonctions de transfert expérimentales contrôlées et la
fonction de transfert non-contrôlée, entre la force appliquée sur la table d'excitation (cf
Annexe 3) et la mesure émise par les couches placées sur les poutrelles latérales. Nous
nous plaçons à une excitation donnée et nous comparons les trois types de contrôle. Pour
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la stratégie IFF, l'atténuation est de l'ordre de -4 dB au niveau du pic de résonance du
premier mode de suspension de la structure. La valeur du facteur d'amortissement après
contrôle est évaluée à 0.23% pour un gain GIFF . Pour la stratégie DVF, l'atténuation est
de l'ordre de -6 dB au niveau du pic de résonance du premier mode de suspension de la
structure. La valeur du facteur d'amortissement après contrôle est évaluée à 0.31% pour
un gain GDV F . Pour la stratégie mixte, nous appliquons les gains GIFF et GDV F . Nous
obtenons une atténuation sur la résonance de -10 dB soit un amortissement induit de
0.42%.
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Fig. 7.56  Diagrammes de Bode expérimentaux entre la tension appliquée aux bornes des PZT
de la table vibrante et le signal du capteur central pour diﬀérents gains de contrôle.
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Fig. 7.57  Diagrammes de Bode expérimentaux entre la tension appliquée aux bornes des PZT
de la table vibrante et le signal d'un des capteurs extérieurs central pour diﬀérents gains de
contrôle.
7.4.4 Conclusion
Dans cette seconde phase, nous avons testé le dispositif de suspension fondé sur une
structure de type multipoutres actionnée par des couches piézoélectriques minces. Dans
son état actuel, le dispositif de micro suspension active élaboré ne permet pas de mettre en
place la stratégie de contrôle envisagée. Les résultats expérimentaux obtenus en mettant
en place le contrôle actif se limitent au domaine des fréquences proches de la résonance
de la suspension où l'on obtient une atténuation de la surtension à la résonance de la
suspension. Néanmoins ils ont permis de mettre en évidence que le manque d'eﬃcacité
du contrôle est dû au fait que les capteurs ne fournissent pas des signaux conformes à nos
attentes :
 Du point de vue mécanique d'abord, car il s'avère que le capteur central tel qu'il a
été conçu ne fournit pas un signal proportionnel à l'accélération absolue de la masse
dans le domaine des fréquences où s'eﬀectue le contrôle.
 Du point de vue électrique ensuite car l'existence de l'électrode de référence com-
mune à tous les transducteurs provoque des couplages entre les capteurs et les ac-
tionneurs. Cela a des conséquences néfastes puisque les signaux des capteurs sont
essentiellement dus aux grandeurs électriques du système et non aux grandeurs mé-
caniques.
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7.5 Perspectives
Les essais et les modèles réalisés sur les systèmes poutre et multipoutres nous
montrent les possibilités de ces systèmes d'isolation active. De plus, elles nous permettent
d'établir les spéciﬁcations requises pour les systèmes de deuxième génération.
En eﬀet, l'amélioration du principe du dispositif multipoutre nécessite une phase
d'optimisation plus sophistiquée des transducteurs. C'est tout l'intérêt des modèles mul-
tiphysiques développés.
Nous pouvons également prévoir l'amélioration naturelle de la puissance des action-
neurs par la meilleure maîtrise des processus de déposition. En eﬀet, plus la couche est
épaisse, plus la puissance de l'actionneur est élevée.
Il est également nécessaire d'étudier les possibilités de découplage des signaux d'ac-
tionnement et de prise d'informations. Nous pouvons mettre en parallèle des transducteurs
des capacités de découplages et imaginer un processus permettant la création de masses
découplées pour chaque transducteur.
Dans un second temps, l'utilisation d'autres matériaux piézoélectriques comme l'AlN
pourrait améliorer l'hybridation de la structure. Comme nous l'avons énoncé précédem-
ment, ce matériau possède l'avantage de pouvoir se déposer de manière sélective sur les
zones choisies. De plus, la phase de polarisation devient inutile. L'AlN, une fois déposé,
est utilisable immédiatement. L'intégration dans la phase de fabrication des cartes serait
plus aisée. De plus, il possède une grande compatibilité avec l'électronique.
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L'erreur est humaine, la science aussi.
Brève de comptoir

Conclusion générale et perspectives
Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire traitent du contrôle actif de
composants électroniques sensibles à l'environnement extérieur. Deux stratégies sont étu-
diées : la stabilisation interne active du composant et son isolation active. Ces méthodes
de contrôle, par souci d'hybridation, nécessitent l'utilisation de transducteurs piézoélec-
triques. Les recherches ont été menées par voie numérique et expérimentale.
Les stratégies de stabilisation et d'isolation actives, fondées sur des lois colocali-
sées simples, ont été étudiées. Leur robustesse vis-à-vis des paramètres déstabilisants du
contrôle a motivé notre choix. Cependant, ces stratégies sont non optimales car leurs ef-
fets sont localisés spatialement sur la structure. Par conséquent, il est nécessaire de prêter
une attention particulière à la phase d'optimisation des éléments de transduction. Ainsi,
l'utilité du développement de modèles multiphysiques représentatifs s'est imposée d'elle-
même. Nous nous sommes alors confrontés à la diﬃculté de l'établissement de ce type de
modèles numériques. En eﬀet, chaque organe, mis en jeu lors d'une stratégie de contrôle,
doit être caractérisé et, le cas échéant, modélisé. Il est notamment essentiel de prendre
en compte la dynamique interne des transducteurs. Dans la continuité du projet, nous
devons évoluer vers une modélisation complète de la boucle de rétroaction et intégrer les
éléments d'électronique de conditionnement. Au ﬁnal, nous avons abordé la théorie du
contrôle via les études théoriques d'implémentation des lois de contrôle étudiées.
L'ensemble des travaux expérimentaux a permis d'acquérir une certaine maîtrise
technologique dans l'utilisation et la manipulation de microstructures. La conception d'ou-
tils et de matériels spéciﬁques tels qu'une table sismique et un support d'encastrement
a été nécessaire pour pallier certains problèmes de mise en oeuvre expérimentale. Par
ailleurs, l'utilisation de montages expérimentaux nous a donné l'opportunité de mettre en
place des procédures de contrôle dans lesquelles chaque organe se doit d'être appréhendé
avec attention. Un certain nombre de résultats, largement exposés au cours de ce mémoire,
nous a donné l'occasion de nous confronter à des problèmes spéciﬁques. Les ampliﬁcateurs
de tension, originellement conçus pour commander des dispositifs statiques, ont révélé
leurs limites lors d'utilisation dynamique. De plus, les eﬀets de couplages électriques nous
ont donnés la pleine mesure de leur pouvoir de nuisance. Ces erreurs, prépondérantes, ont
limité les performances des stratégies de contrôle étudiées et nécessitent une étude poussée
sur les possibilités de découplages ou de limitations de ces phénomènes. Enﬁn, une plus
grande attention à l'aspect énergétique des expérimentations devra impérativement être
apportée aux futures études expérimentales.
L'emploi de matériaux piézoélectriques minces nous amène à nous poser la ques-
tion du type de modélisation à eﬀectuer. Les hypothèses de modélisation communément
employées pour les couches piézoélectriques minces sont celles de Kirchhoﬀ-Love. L'eﬀet
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de cisaillement est alors négligé au vu des dimensions des couches utilisées. Cependant, il
s'avère que la non prise en compte des eﬀets de cisaillement dans les couches ﬁnes nous
amène à des erreurs substantielles d'évaluation de performances (cf chapitre 3). Il est
alors nécessaire d'eﬀectuer une modélisation 3D des structures étudiées aﬁn d'obtenir des
modèles numériques proches de la réalité expérimentale. Il s'agit d'une condition néces-
saire à l'évolution et à l'optimisation des structures et des stratégies de contrôle étudiées.
L'utilisation du code de calcul multiphysique Femlab c© permet d'eﬀectuer la résolution
des équations diﬀérentielles couplées sans hypothèse de résolution.
L'ensemble des investigations eﬀectuées nous a conduits à l'extension du champ
d'application d'un critère d'optimisation structurale de stratégies Integral Force Feed-
back au cas de stratégies Direct Velocity Feedback. Nous pouvons ainsi, via une méthode
de pénalisation, améliorer l'eﬃcacité des deux stratégies d'amortissement actif colocali-
sées avec un unique critère. Ce critère a le grand avantage d'être simple d'application et
de ne nécessiter que des calculs basiques. Par ailleurs, nous avons validé, théoriquement
et expérimentalement, le principe d'isolation individuel de composants sensibles sur le
cas d'une structure de poutre en silicium. De plus, une structure d'isolation originale,
objet d'un brevet d'invention, fondée sur une loi de contrôle utilisant une mesure mixte
en accélération absolue et en déplacement relatif a été développée et partiellement testée.
Les spéciﬁcations nécessaires à son amélioration ont été énoncées au chapitre 7. Enﬁn, un
modèle électrique équivalent des structures étudiées a permis de reproduire leur compor-
tement et de renforcer les modèles multiphysiques développés.
De nombreuses perspectives de recherche apparaissent naturellement à l'issue de ce
mémoire, tant au niveau de la stabilisation interne qu'au niveau des structures d'isolation
actives.
L'application du principe de structures porteuses peut être rapidement développée
au cas de la cellule accélérométrique. Actuellement, nos études sur les structures d'isola-
tion portent sur des capteurs de très petites dimensions (mtotale=10 mg). Or, une seule
cellule en quartz est dix fois plus massive. Il convient donc d'adapter le principe d'isola-
tion individuel à une telle masse. La solution pourrait intervenir au niveau du support de
maintien. Une hybridation d'un dispositif piézoélectrique actif est envisageable.
Il est essentiel de travailler sur l'intégration technologique des systèmes étudiés théo-
riquement. Ce rapport mentionne les développements possibles de microsuspensions en si-
licium pour l'isolation active de microcomposants sensibles aux vibrations (cf chapitre 7).
L'emploi d'un matériau piéozélectrique tel que le Nitride D'aluminium (AlN) permettrait
de franchir une étape supplémentaire dans la phase d'hybridation. Il serait ainsi possible
de graver sur un même wafer l'électronique de commande et de conditionnement ainsi que
le dispositif de suspension.
Lors de l'étude de problèmes de stabilisation ou d'isolation active, nous sommes
toujours confrontés au problème générique de l'optimisation des rendements des échanges
énergétiques soit entre une structure et ces transducteurs (stabilisation) soit entre une
structure, son support et les éléments de transduction (isolation). Cette problématique
est, bien entendu, liée aux stratégies actives ou hybrides mais également passives et semi-
actives. Elle peut être rapprochée d'un nouvel axe de recherche traitant de la récupération
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de l'énergie vibratoire. Cette thématique est nouvellement développée par G. A. Lesieutre
de Penn State University aux Etats-Unis et par D. Guyomar au LGEF de l'INSA de
Lyon. De nombreuses applications liées à la conception de systèmes actifs autonomes au-
toalimentés sont envisageables. Il est notamment possible de connecter, sur une structure
multipoutres, un dispositif de récupération d'énergie vibratoire (Energy harvesting device)
comme représenté en ﬁgure 7.58.
Conditionneur
de signal
    Loi 
     de 
contrôle
V
Poutre piézocomposite
x
z
Cadre en Silicium
Masse suspendue
      Dispositif
de récupération
      d'énergie
Energie fournie
Energie fournie
Fig. 7.58  Architecture d'un dispositif d'isolation active auto-alimenté.
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Annexe A
Vériﬁcations de l'équivalence entre la
formulation duale avec la condition de
Fourier et la formulation primale
Nous allons vériﬁer si la formulation duale avec la condition de Fourier est équiva-
lente à la formulation primale.
A.1 Formulation primal du problème avec la condition
de Fourier duale
Nous repassons en primal en considérantMe(x, t) = E.I.∂2w(x,t)∂x2 et ∂
2Me(x,t)
∂x2
= −ρ.S.∂2w(x,t)
∂t2
.
D'après la relation (4.35), nous exhibons le couple d'équations suivant :
E.I.S.ρ
ke
.∂
3w1(xp,t)
∂2t∂x
= −(E.I.∂2w1(xp,t)
∂x2
− E.I.∂2w2(xp,t)
∂x2
− δMe(xp, t))
−E.I.S.ρ
ke
.∂
3w2(xp,t)
∂2t∂x
= −(E.I.∂2w2(xp,t)
∂x2
− E.I.∂2w1(xp,t)
∂x2
+ δMe(xp, t))
(A.1)
avec 
J = E.I.S.ρ
ke
: l'inertie de rotation de la section de jonction
E.I.∂
2w1(xp,t)
∂x2
: le couple à droite de la section de jonction
E.I.∂
2w2(xp,t)
∂x2
: le couple à gauche de la section de jonction
δMe(xp, t) : le moment appliqué par la couche pièzoélectrique
L'équation (1.2) correspond à l'équilibre dynamique de la section de poutre d'abscisse
xp.
A.2 Formulation faible du problème primal avec la condi-
tion de Fourier
Nous obtenons, dans le cadre de la formulation faible du système primal avec la
condition de Fourier, la relation suivante :∫ L
0 E.I.
∂2w(x,t)
∂x2
.∂
2w˜(x,t)
∂x2
dx+
∫ L
0 ρ.S.
∂2w(x,t)
∂t2
.w˜dx
= (−δM(xp, t) + S.ρ.E.Ike .
∂3w(xp,t)
∂2t∂x
).(∂w˜(xp,t)
∂x
)
(A.2)
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Si nous reprenons δM(exp, t) = h2 .e31.l.V et, dans le même temps, nous faisons tendre
ke −→ +∞, nous retrouvons la relation (4.18). D'un point de vue mécanique, cette for-
mulation duale est cohérente avec celle primale si nous choisissons un ke suﬃsamment
grand.
Annexe B
Paramètres matériaux des diélectriques
utilisés
B.1 Le PZT
Paramètres élémentaires
La masse volumique du PZT, à 25 ◦C, est de :
ρ = 7500kg.m−3 (B.1)
Le module d'Young du PZT, à 25 ◦C, est de :
E = 1.14× 1011Pa (B.2)
Le coeﬃcient de Poisson du PZT, à 25 ◦C, est de :
ν = 0.32 (B.3)
Matrice de rigidité
Cαβ =

C11 C12 C13 0 0 0
C12 C11 C13 0 0 0
C13 C13 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C66

(B.4)
avec Cαβ en 1010N.m−2 : 
C11 = 12.72
C12 = 8.02
C13 = 8.46
C33 = 11.74
C44 = 2.29
C66 = 2.34
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Matrice des constantes piézélectriques
eαβ =
 0 0 0 0 0 e150 0 0 0 e15 0
e31 e31 e33 0 0 0
 (B.5)
avec eαβ en C.m−2 : 
e31 = −6.62
e33 = 23.24
e15 = 17.03
Matrice des constantes de permittivité
εαβ =
 ε11 0 00 ε11 0
0 0 ε33
 (B.6)
avec εαβ en 10−11F.m−1 : {
ε11 = 150.91
ε33 = 126.93
B.2 Le quartz
Paramètres élémentaires
La masse volumique du quartz, à 25 ◦C, est de :
ρ = 2648kg.m−3 (B.7)
Le module d'Young du quartz, à 25 ◦C, est de :
E = 0.8× 1011Pa (B.8)
Le coeﬃcient de Poisson du quartz, à 25 ◦C, est de :
ν = 0.28 (B.9)
Matrice de rigidité
Cαβ =

C11 C12 C13 C14 0 0
C12 C11 C13 −C14 0 0
C13 C13 C33 0 0 0
C14 −C14 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 C14
0 0 0 0 C14
C11−C12
2

(B.10)
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avec Cαβ en 1010N.m−2 : 
C11 = 8.67
C12 = 0.70
C13 = 1.19
C14 = −1.79
C33 = 10.72
C44 = 5.79
Matrice des constantes piézélectriques
eαβ =
 e11 −e11 0 e14 0 00 0 0 0 −e14 −e11
0 0 0 0 0 0
 (B.11)
avec eαβ en C.m−2 : {
e11 = −0.173
e14 = 0.044
Matrice des constantes de permittivité
εαβ =
 ε11 0 00 ε11 0
0 0 ε33
 (B.12)
avec εαβ en 10−11F.m−1 : {
ε11 = 3.98
ε33 = 4.073
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Annexe C
Table vibrante
C.1 Introduction
Nous voulons concevoir une structure nous permettant de créer un environnement
vibratoire donné. Nous devons pouvoir injecter sur la structure des mouvements suivant
l'axe −→Z et autour des axes −→X et −→Y soient suivant trois degrés de liberté (cf ﬁgure 3.1). Par
ailleurs, la table ne doit pas interférer dans le spectre des structures étudiées. Dans notre
cas, nous libérons la gamme de fréquences comprise entre 2000 Hz et 5000 Hz. Pour cela,
les trois modes de structure (suivant les degrés de liberté à piloter) de la table sont conﬁnés
avant 2000 Hz. Les autres modes de fréquence supérieure sont rejetés au-delà de 5000 Hz.
L'actionnement est assuré par des patches piézoélectriques. De plus, le matériau employé
est l'aluminium. En eﬀet, il est à la fois très raide et peu massique. Nous pouvons donc
jouer sur les épaisseurs aﬁn de se placer dans le cadre d'acceptation déﬁni précédemment.
Structure
Y
X
Z
Fig. C.1  Les axes de conception
C.2 Solution adoptée
La solution choisie est présentée sur la mise en plan 3.2. La table vibrante est
constituée de trois pattes actionnées par les patches PZT. Par application d'actionnement
en phase ou déphasé, nous pouvons appliquer les mouvements suivant les trois degrés de
liberté voulus. Le coeur de la table est plus massique de par sa diﬀérence d'épaisseur. Les
six premières déformées modales de la table sont données en ﬁgures 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7
et 3.8.
Il apparaît que les trois premières fréquences propres sont bien sous la valeur de la
borne inférieure de l'intervalle fréquentiel à éviter. De plus les deux dernières sont bien au
227
228 Table vibrante
A
A
muinimulA
NOCNASEB 00052 CRAML
noitangiséD
E
F
1 2 3 4
B
321 54 6 7 8
B
ellehcE
5,1:1
: reihciF
D
C
A
C
D
A
ETNARBIV ELBAT
30/90/71 wrddls.5_iassEH3A
snoitavresbO
: rap énisseD
52
A-A (1:1,5)
120°
12
0°
4 1
4 0
7
2 5
5 0
10
4
12
4
6
7
Fig. C.2  Plan de la table vibrante
Fig. C.3  Déformée du premier mode propre de la table vibrante (677 Hz)
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Fig. C.4  Déformée du second mode propre de la table vibrante (1585 Hz)
Fig. C.5  Déformée du troisième mode propre de la table vibrante (1600 Hz)
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Fig. C.6  Déformée du quatrième mode propre de la table vibrante (2494 Hz)
Fig. C.7  Déformée du cinquième mode propre de la table vibrante (5469 Hz)
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Fig. C.8  Déformée du sixième mode propre de la table vibrante (5473 Hz)
delà de la borne supérieure. Il reste le cas du quatrième mode propre dont la fréquence est
placée au milieu de la zone à libérer. Cependant, il s'agit d'un mode de rotation suivant
l'axe −→Z . Les actionneurs n'injectent que des eﬀorts suivants l'axe −→Z . Par conséquent, ce
mode ne peut être excité par le type d'actionnement choisi. Cette remarque est conﬁrmée
par le diagramme de Bode théorique entre l'eﬀort injecté par les PZT de manière quasi
symétrique sur la table et le signal d'un accéléromètre placé au centre de la table (cf ﬁgure
3.9). En eﬀet, nous ne voyons par apparaître le mode 4 sur ce tracé.
Il reste, à présent, à valider notre conception sur une structure réelle. Aﬁn de ne pas
dévier par rapport au modèle numérique et par souci de précision, la table est un mono-
bloc en aluminium. Une tôle en aluminium de 10 mm est usinée pour faire apparaître les
diﬀérences d'épaisseur. Ensuite, cette plaque est découpée par électroérosion à ﬁl. Ainsi,
les tolérances dimensionnelles sont de l'ordre de la dizaine de microns. Enﬁn, la dernière
étape est le redressage de la structure sur un marbre. En eﬀet, lors de la découpe, les
contraintes accumulées par le matériau pendant la phase de fraisage sont relâchées. Les
pattes de la structure se retrouvent gauchies. Une photographie de la table vibrante est
présentée en ﬁgure 4.6.
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Fig. C.9  Diagramme de Bode théorique de la table vibrante entre un signal excitant les PZT
et celui d'un accéléromètre placé en son centre
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Fig. C.10  Photographie de la table vibrante
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Nous traçons le diagramme de Bode expérimental entre l'eﬀort appliqué, de façon
pseudosymétrique, sur les pattes et un accéléromètre placé au centre de la table (cf ﬁgure
3.11). La zone comprise entre 2000 Hz et 5000 Hz est libre de toute résonance. Elle
constitue la plage d'étude de nos systèmes.
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Fig. C.11  Diagramme de Bode expérimental de la table vibrante entre un signal excitant les
PZT et un accéléromètre placé en son centre
Nous représentons également les niveaux d'accélération subis par les dispositifs pla-
cés sur la table en fonction de l'amplitude des signaux appliqués aux bornes des PZT (cf
ﬁgures 3.12 et 3.13).
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Fig. C.12  Accélération au centre de la table en fonction de la tension d'excitation des PZT
en sortie du générateur de signal. Excitation de type bruit blanc.
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Fig. C.13  Accélération au centre de la table en fonction de la tension d'excitation des PZT
en sortie du générateur de signal. Excitation de type sinus.
Annexe D
Support de maintien d'une cellule
accéléromètrique
D.1 Introduction
Un support d'encastrement est nécessaire pour maintenir la cellule accéléromètrique
en quartz sur la table vibrante. Trois exigences s'imposent d'elles-mêmes :
 le support ne doit pas interférer dans la zone fréquentielle d'étude. Ces modes propres
sont choisis pour être au-delà de cette zone,
 le support doit être isolant du point de vue électrique,
 le support doit permettre le passage des ﬁls des connections.
D.2 Solution choisie
Tout d'abord, le matériau constitutif du support est le nylon (Eyoung = 9e9 Pa et
ρvolumique = 2000 Kg.m−3). Ces propriétés mécanique sont satisfaisantes et le nylon est un
matière isolante électriquement. La mise en plan du support est présentée sur la ﬁgure 4.1.
Il s'agit d'un tube dont les dimensions permettent le positionnement de la cellule. Une
bague de serrage encastre le système en quartz sur le support. Par ailleurs, ces lumières
sont usinées sur le pourtour du tube. Les sorties des ﬁls de connection sont ainsi assurées.
Il est à noter que le dispositif en nylon est collé sur la table vibrante. Les quatre premières
déformées modales du support de maintien sont données en ﬁgures 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5.
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Fig. D.1  Plan du support de maintien
Fig. D.2  Déformée du premier mode propre du support (4831 HZ)
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Fig. D.3  Déformée du second mode propre du support (4833 Hz)
Fig. D.4  Déformée du troisième mode propre du support (7045 Hz)
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Fig. D.5  Déformée du quatrième mode propre du support (9715 Hz)
Une photographie de la cellule positionnée sur le support en nylon est présentée en
ﬁgure 4.6.
Table vibrante
Support
Accéléromètre
Fig. D.6  Photographie du support
Le diagramme de Bode expérimental du support positionné sur la table vibrante
est donnée en ﬁgure 4.7. Il représente le transfert entre le signal appliqué aux bornes
des PZT de la table vibrante et celui émis par le vélocimètre laser. Le premier mode de
structure du dispositif en nylon se devine sur le diagramme de phase. L'intervalle d'étude
est légèrement diminué. Mais, il reste tout à fait acceptable par rapport aux modes propres
de la cellule accéléromètrique étudiée.
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Fig. D.7  Diagramme de Bode expérimental de la table vibrante entre un signal excitant la
table et celui émis par le vélocimètre laser
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Annexe E
Couplage électrique dans les dispositifs
de suspension
E.1 Introduction
Pour nos dispositifs de suspension active, les actionneurs et les capteurs possèdent
une électrode de référence commune. Expérimentalement, des résistances de quelques
dixièmes d'ohms ont été mesurées entre les électrodes supérieures des transducteurs et
la connectique. Il existe de même une résistance 0.6 Ω entre l'électrode commune de
référence et la masse des organes de mesure et d'excitation. Dès lors, les mesures de charges
eﬀectuées contiennent non seulement le signal émis par les capteurs mais également un
signal parasite du à la résistance de l'électrode commune.
E.2 Dispositif d'isolation de type poutre
La suspension simple de type poutre peut se schématiser comme representée en
ﬁgure 5.1 en prenant en compte les résistances dûes à la connectique.
Rm
R R
A	 A	Capteur	
Fig. E.1  Schéma du dispositif d'isolation poutre avec la mise en évidence des résistances
résiduelles
Les relations existant entre les déformations en ﬂexion d'une poutre et le courant créé
dans le ﬁlm piézoélectrique ont été largement établies. Le schéma électrique d'un capteur
est présenté sur la ﬁgure 5.2. Du point de vue électrique, un actionneur piézoélectrique
est équivalent à une capacité. Nous obtenons donc le schéma électrique équivalent de la
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suspension de type poutre (cf ﬁgure 5.3). De plus, si nous lui ajoutons un ampliﬁcateur
de charges en sortie du capteur, nous obtenons le schéma électrique complet présenté en
ﬁgure 5.4.
h
Cc
z0
q
Fig. E.2  Branchement équivalent d'un capteur
Rm
  R   R
A	 A	
Capteur	
Ca Ca
Cc
Rm
R/2
A	
2.Ca
q
Capteur	
Cc
q
Fig. E.3  Schéma électrique équivalent du dispositif d'isolation poutre
Par application de la loi des noeuds aux trois boucles notiﬁées sur la ﬁgure 5.4 et en
supposant l'ampliﬁcateur opérationnel parfait, nous obtenons les trois relations suivantes :
 la Boucle 1 :
Vmesuree = −qmesuree
Ch
(E.1)
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Fig. E.4  Schéma électrique équivalent connecté à l'ampliﬁcateur de charges.
 la Boucle 3, en notation de Laplace :
Va =
qa
2.Ca
+ R
2
.s.qa +Rm.s.(qa − qmesuree)
⇐⇒ Va = qa2.Ca + (R2 +Rm).s.qa −Rm.s.qmesuree
(E.2)
 la Boucle 2, en notation de Laplace :
qmesuree = q + Cc.Rm.s.(qa − qmesuree)
⇐⇒ qmesuree = 11+Rm.Cc.s .(q + Cc.Rm.s.qa)
⇐⇒ qa = 1Rm.Cc.s .((1 +Rm.Cc.s).qmesuree − q)
(E.3)
Ensuite, par combinaison des équations (5.2) et (5.3), nous pouvons écrire la
relation :
Va = (
1
2.Ca
+ (R
2
+Rm)).s.
1
Rm.Cc.s
.((1 +Rm.Cc.s).qmesuree − q)−Rm.s.qmesuree
⇐⇒ Va = −(1+2.Ca.(
R
2
+Rm).s
2.Ca.Rm.Cc.s
).q +
1+(Rm.Cc+2.Ca.(
R
2
+Rm)).s+2.Ca.
R
2
.Rm.Cc.s2
2.Ca.Rm.Cc.s
.qmesuree
(E.4)
A présent, nous faisons apparaître la contribution de la partie mécanique au signal
émis par l'ampliﬁcateur de charges. La charge équivalente de la couche piézoélectrique
sensitive est liée à la tension d'entrée Va par la relation suivante :
q = Hsys.Va (E.5)
Nous pouvons donc écrire la relation complète (5.6) entre la tension de contre réac-
tion et la charge mesurée.
qmesuree
Va
=
2.Ca.Rm.Cc.s+(1+2.Ca.(
R
2
+Rm).s).Hsys
1+(Rm.Cc+2.Ca.(
R
2
+Rm)).s+2.Ca.
R
2
.Rm.Cc.s2
⇐⇒ qmesuree
Va
= 2.Ca.Rm.Cc.s
1+(Rm.Cc+2.Ca.(
R
2
+Rm)).s+2.Ca.
R
2
.Rm.Cc.s2
+
(1+2.Ca.(
R
2
+Rm).s).Hsys
1+(Rm.Cc+2.Ca.(
R
2
+Rm)).s+2.Ca.
R
2
.Rm.Cc.s2
(E.6)
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Si nous considérons que les résistances entre les masses des transducteurs est négli-
geables (R=0), nous obtenons :
qmesuree
Va
=
2.Ca.Rm.Cc.s
1 + (Rm.Cc + 2.Ca.Rm).s︸ ︷︷ ︸
A
+
(1 + 2.Ca.Rm.s).Hsys
1 + (Rm.Cc + 2.Ca.Rm).s︸ ︷︷ ︸
B
(E.7)
En y injectant l'équation (5.1), nous obtenons la relation entre la tension d'alimen-
tation des couches piézoélectriques activatrices Va et la tension émise par le capteur de
charges Vmesure.
Vmesuree
Va
= − 2.Ca.Rm.Cc.s
Ch.(1 + (Rm.Cc + 2.Ca.Rm).s)︸ ︷︷ ︸
A
− (1 + 2.Ca.Rm.s).Hsys
Ch.(1 + (Rm.Cc + 2.Ca.Rm).s)︸ ︷︷ ︸
B
(E.8)
La partie A est liée à la contribution du couplage électrique et la partie B à la
contribution du système mécanique.
E.3 Application numérique
Les capacités des transducteurs sont évaluées à Ca = Cc = Ch = 10nF . Nous
prenons la résistance mesurée entre la masse de mesure et la masse du dispositif égale à
Rm = 0.6 Ω. Le système mécanique est représenté par une fonction de transfert du type :
Hsys =
G
s2 + 2 ∗ 2 ∗ pi ∗ 3000 ∗ 0.001.s+ (2 ∗ pi ∗ 3000)2 (E.9)
Dispositif d'isolation de type poutre
Tout d'abord, nous évaluons l'inﬂuence de la fonction de transfert B sur la réponse
du signal. Nous comparons les fonctions de transfert Hsys et B sur la ﬁgure 5.5. Il est clair
que le transfert introduit dans l'expression B n'a pas d'inﬂuence en basses fréquences
sur la réponse du système. En eﬀet, il s'agit d'un ﬁltre coupe-bande sur l'intervalle de
fréquences [8.85e+6 1.33e+7].
Ensuite, nous évaluons l'inﬂuence de la fonction de transfert A sur la réponse du
système. On peut retrouver sur la ﬁgure 5.6 un comparatif entre les fonctions de trans-
fert Vmesuree
Va
, A et B. La fonction de transfert A est un ﬁltre passe haut possédant une
fréquence de coupure à 8.85 MHz. Par conséquent, A a un eﬀet dérivateur sur la plage de
fréquences étudiées.
Enﬁn, nous observons l'inﬂuence du gain statique G de Hsys sur la visibilité de l'eﬀet
dérivateur de la fonction de transfert A sur la réponse du système (cf ﬁgure 5.7). Plus le
gain statique est important, plus l'inﬂuence de A est négligeable. Malheureusement, au vu
des courbes expérimentales, l'inﬂuence de A est prépondérante et masque une partie de la
réponse de la structure mécanique. Cependant, au voisinage de la fréquence de résonance
du mode de "pompage", la partie mécanique du signal se distingue, et donc le capteur
joue son rôle.
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Fig. E.5  Diagrammes de Bode des fonctions de transfert Hsys (trait plein) et B
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Fig. E.6  Diagrammes de Bode des fonctions de transfert VmesureeVa (trait plein), A (pointillés
réguliers) et B.
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Fig. E.7  Diagrammes de Bode de la fonction de transfert qmesureeVa pour diﬀérents gains statiques
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Nous vériﬁons, après ajustement des gains statiques théoriques, la véracité du mo-
dèle simpliﬁé du couplage électrique (cf ﬁgure 5.8). La corrélation sur le diagramme d'am-
plitude est bonne et montre l'amélioration apportée par le modèle électrique. En revanche,
nous observons un décalage de 180◦ sur la phase. Ceci est dû à la présence des ampliﬁca-
teurs de tension dans la boucle qui injecte une phase supplémentaire de 180◦.
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Fig. E.8  Diagrammes de Bode, entre la mesure du capteur central et le signal appliqué aux
bornes des actionneurs de la poutre, des fonctions de transfert, mesurée (trait plein), théorique
avec la prise en compte des couplages électriques (pointillés réguliers) et théorique simple.
Couplage électrique dans les dispositifs de suspension 247
E.4 Conclusions
Au ﬁnal, ces modèles simpliﬁés mettent en évidence l'existence de couplages entre les
capteurs et les actionneurs. Ces couplages sont dus à l'existence de l'électrode de référence
commune à tous les transducteurs. Ce sont ces couplages électriques qui font apparaître
un dérivateur sur les fonctions de transfert expérimentales entre les mesures aux bornes
des capteurs et la tension imposée aux bornes des actionneurs. Pour que les capteurs
fournissent un signal dépendant uniquement des déformations mécaniques de la couche
de PZT, il serait nécessaire que chaque capteur ait sa propre électrode de référence.


RESUME
La miniaturisation constante de composants électroniques, essentiels aux cartes de
commande, tels que les générateurs de fréquences, les gyro-vibrants voire certains ac-
céléromètres engendre la diminution de leur masse utile. Ces composants électroniques
deviennent alors très sensibles aux sollicitations extérieures et perdent, de manière très
importante, leur eﬃcacité et la précision de leurs mesures. Deux stratégies peuvent alors
être mises en oeuvre aﬁn de résoudre ce problème : la stabilisation interne active du com-
posant ou son isolation par rapport au support vibrant.
Notre étude nous a conduit aux validations, théorique et expérimentale, de ces deux
méthodes de contrôle sur des composants sensibles réels. De plus, nous étendons, via une
méthode de pénalisation, le champ d'application d'un critère d'optimisation structural de
stratégies IFF au cas de stratégies DVF. Par ailleurs, une structure d'isolation originale
fondée sur une loi de contrôle utilisant une mesure mixte en accélération absolue et en
déplacement relatif est développée.
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ABSTRACT
The constant miniaturization of electronic components, essential to the electronic
cards, such as the generators of frequencies, the vibrating gyroscopes or the accelerome-
ters, generates the reduction in their useful mass. These electronic components become
very sensitive to the external environment and lose, in a very important way, their eﬀecti-
veness and the precision of their measurements. Then, two strategies can be implemented
in order to solve this problem : active internal stabilization of component or its isolation
to the vibrating support.
Our study led us to the theoretical and experimental validations of these two control
methods on real sensitive components. Moreover, we extend, via a method of penalization,
the application ﬁeld of a structural criterion of optimization of strategies IFF to the case
of strategies DVF. In addition, an original isolation structure founded on a control law
using a mixed measurement in absolute acceleration and relative displacement is develo-
ped.
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